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Kapitel I. 


Die rationale Normalfläche vierter Ordnune. 


SIE 
Die Abbildung des R, auf das senäre Gebiet 
der Kegelschnittein der Ebene. 


Die Abbildung des projektiven Kontinuums in fünf Dimensionen 
auf das senäre Gebiet der Kegelschnitte in der Ebene wird analytisch 
so hergestellt, daß man die sechs Koeffizienten einer Kurve zweiter 
Klasse oder zweiter Ordnung als homogene Punkt- und R,-Koordinaten 
des R, deutet. Linear unabhängigen Klassenkurven !) entsprechen 
dann linear unabhängige Punkte des R,, dasselbe gilt hinsichtlich 
der Ordnungskurven und der Räume R,. Sind zwei Kurven zu einander 
konjugiert, so sind die entsprechenden Elemente im R, incident. 
Wir erweitern den Begriff des Konjugiertseins und nennen im fol- 
senden zwei lineare Kegelschnittsysteme zu einander konjugiert, 
wenn alle Kurven des einen zu allen Kurven des andern Systems kon- 
jugiert sind. Dabei ordnen wir dem Begriff des Konjugiertseins in 
der Ebene als äquivalent den Begriff der vereinigten Lage entspre- 
chender linearer Räume im R, zu.?) Für die linearen Kegelschnitt- 
systeme, die man gewöhnlich verschieden benennt, je nachdem die 
Kegelschnitte als Ordnungs- oder Klassenkurven gedeutet werden, 
seien hier einheitliche Bezeichnungen eingeführt, die wir dann auch 
auf die entsprechenden linearen R,-Mannigfaltigkeiten des R, über- 
tragen werden; wir stellen sie in einem Schema zusammen und fügen 
in einer weiteren Tabelle die sonst üblichen Bezeichnungen hinzu. 


1) Der Einfachheit halber sprechen wir im folgenden von Klassen- oder 
Ordnungskurven schlechthin, wenn Kegelschnitte gemeint sind. 

2) Es erschien für die Arbeit wünschenswert, den Begriff der vereinigten 
Lage, der sich sonst mit dem Begriff der Incidenz deckt, zum Unterschied von 
diesem anders als üblich zu definieren. 
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Stufen- Neue Konstan- $ 
zahle Bezeichnung tenzahl Alte BezeichnlinEi 
1 Der Kegelschnitt 5 Die Ordnungskurve | Die Klassenkurve 
2 Das Büschel 8 Das Büschel Die Schar 
3 Das Bündel 9 Das Netz Das Gewebe 
4 Das Gebüsch 8 Das Gebüsch Die Schar-Schar 
5 Der Wald 5 Der Wald — 


Alle Kegelschnitte, die zu einem linearen System m! Stufe 
[m< 5]konjugiert sind, bilden ein lineares System (6—m)!®? Stufe. 
Wir entnehmen dieser Tabelle folgende Resultate für den R,;: 
Es befinden sich in vereinigter Lage: 


Ein Punkt und ein R,-Wald, Konstantenzahl 5 
Eine Gerade und ein R,-Gebüsch, y a 
Eine Ebene und ein R,-Bündel, R a 
Ein Raum R, und ein R,-Büschel, ‚, Wr. 
Ein Raum R, und ein R,, 5 u 


Durch die zu untersuchende Abbildung wird eine eindeutig um- 
kehrbare Beziehung geschaffen zwischen dem Punkt- oder R,-Konti- 
nuum des R, und dem Gebiet der Kegelschnitte in der Ebene. Es 
ist zweckentsprechender, statt die Koeffizienten des Kegelschnitts 
unmittelbar als Koordinaten einzuführen, den Zusammenhang zwischen 
beiden Gebieten analytisch festzulegen durch eine ternär-quadratische, 
senär-lineare Form: 


I (UM) (MX)? 


Es wird dabei festgesetzt, daß erst Symbole W des senären Ge- 
bietes mit Symbolen M des ternären Gebietes vereinigt wirkliche 
Bedeutung erlangen. I ordnet dann jedem R, WU eine ternär quadratische 
Form und somit eine Ordnungskurve in der Ebene zu. Damit aber 
linear unabhängigen R, ebensolche Kurven entsprechen, haben die 
.Symbolprodukte einer Bedingung zu genügen: es muß eine Invariante 
(die einzige, wie wirsehen werden) unsrer Form von Null verschieden 
sein. Vermittelt uns I die Abbildung des R, als eines Ortes von Räumen 
R, auf die Kurven zweiter Ordnung, so muß sich dieser Form eine 
vollkommen äquivalente an die Seite stellen lassen, die die Abbildung 
des R, als eines Ortes von Punkten auf die Kurven zweiter Klasse 
darstellt. Wir bezeichnen diese zweite ternär-quadratische, senär- 
lineare Form entsprechend so: 


II (NK) (UN)? 


II ordnet jedem Punkt & eine Klassenkurve in der Ebene zu. Wie- 
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der entsprechen linear unabhängigen Punkten ebensolche Kurven, 
wenn für II die entsprechende Bedingung erfüllt ist wie für I. Es ist 
klar, daß es gleichgültig ist, ob wir I oder II unsrer Betrachtung zu 
Grunde legen; ist eine der beiden Formen gegeben, so muß sich die 
andere aus ihr konstruieren lassen. Dies wollen wir nun aus- 
führen. 

Es sei I gegeben.!) Fünf linear unabhängige R,: U,, U,, U,, 
U, und U, schneiden sich in einem Punkt X%, dessen Repräsentant 
in der Ebene die Klassenkurve ist, die zu den den fünf R, entspre- 
chenden Ordnungskurven konjugiert ist. Die Gleichung des Punktes ist: 


LUST NUR) 0, 
die der gesuchten Klassenkurve entsprechende quadratische Form: 
UM). . » (U5M;) { (MM;M,) (M3M,M,) (M.M;U) (M,M,D) 
Ar (M,M,M,) (M,M ,M,) (M,M,U) (M,;M,D)\, 


Aus beiden Formen erhalten wir die gesuchte Darstellung: 


(NK) (UN? — 2 (MM, . . M;X) (MıMM,) (M,M.M,) 
(M,M;U) (M,M,U). 


Ebenso wie die Beziehung vom senären Gebiet zum ternären, 
läßt sich nun auch die umgekehrte Beziehung vom ternären Gebiet 
zum senären analytisch herstellen. Der der Klassenkurve (UA? —=0 
entsprechende Punkt X& ist gegeben durch seine Gleichung 
(UX) = (UM) (MA)? =0. Die Ordnungskurve (AX)?—= 0 reprä- 
sentiert den R,: (UX)= (N&) (AN) = 0. Hieraus und aus Iund II 
folgt: erstens, es muß (N&) (UM) (MN)? = 0 die Gleichung des Punktes 
X und die Gleichung desR,U sein; zweitens, es muß die Gleichung 
(NM) (MA)? (AN)? = 0 gleichbedeutend sein mit (AA)?—=0. Beide Tat- 
sachen werden verifiziert durch die bekannten Identitäten, die sich 
durch die Gordanschen Reihenentwicklungen ergeben: 


(NE) (UM) (MN) = (UR) - 
III (NM) (MX) (UN) = (UX)?-%, wo 
I= (NM) (MN)? 
& ist offenbar die einzige Invariante der Form I. Die einzige 
Bedingung, der gegebene Symbolprodukte [MM] zu genügen haben, 


te 0; 


1) Study, Charakteristikenproblem bei Kegelschnitten: Math. Annalen 27, 
Serkıes® 


r*# 
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Invariante Mannigfaltigkeiten der zur Ab- 
bildung gehörigen projektiven Gruppe 


Die allgemeine projektive Gruppe der Ebene induziert durch 
unsre Abbildung eine achtgliedrige projektive Gruppe des R,, die 
mit ihr gleich zusammengesetzt, zu ihr holomorph, vollkommen iso- 
morph ist.) Die Gruppe ist transitiv, jeder Punkt a.L., d.h. jeder 
Punkt, dessen Repräsentant in der Ebene eine irreduzible Kurve zweiter 
Klasse ist, kann in einen Punkt der gleichen Eigenschaft übergeführt 
werden. Von Interesse sind nun für uns die invarianten Mannig- 
faltigkeiten dieser Gruppe. 

In der Mannigfaltigkeit aller Kurven zweiter Klasse ist nur in- 
variant enthalten die Mannigfaltigkeit der 00% ausgearteten Kurven, 
der 004 Punktepaare, und in dieser wieder die Gesamtheit der 002 Doppel- 
punkte. Das bedeutet für den R,: die Repräsentanten der Punktepaare 
in der Ebene erfüllen einen vierdimensionalen Punktraum L,?, auf 
dem eine Fläche F,* liegt, die eindeutig umkehrbar auf die Punkte 
der Ebene abgebildet ist. 2) Entsprechend haben wir eine vierdimen- 
sionale R,-Mannigfaltigkeit A,?, auf der eine zweidimensionale 
R,-Mannigfaltigkeit ®,* liegt, die eindeutig umkehrbar auf die Ge- 
raden der Ebene abgebildet ist. Diese vier Mannigfaltigkeiten: 

L,3, In As D,4 
sind offenbar die einzigen bei derGruppe invarianten Mannigfaltigkeiten 
von Punkten und Räumen R,, oder, wie wir sagen wollen, die einzigen 
invarianten Punkt- und R,-Körper ?) der Gruppe. Der obere Index 
bezeichnet hier die Ordnung, der untere die Dimensionenzahl der 
einzelnen Mannigfaltigkeit. Daß die Ordnungszahlen die richtigen sind, 
läßt sich sofort und zwar ohne besondere analytische Hilfsmittel ein- 
sehen: Hat eine Gerade im R, zum Bild eine Schar mit vier getrennten 
Basisgeraden, so enthält diese ja stets drei Punktepaare, d.h. unsre 
Gerade schneidet die L,? in drei Punkten; ferner schneidet ein R, 


1) Vgl. Study, Ternäre Formen II, $ 11. 

2) Diese Punktmannigfaltigkeiten werden zum ersten Mal bei Cayley er- 
wähnt, eine rein geometrische ausführliche Untersuchung ist später von Vero- 
nese veröffentlicht, nach ihm haben die Italiener die Fläche 1 Veronesische 
Fläche genannt. Vom invariantentheoretischen Gesichtspunkt aus hat Study 
denselben Gegenstand in der schon zitierten Abhandlung: Charakteristiken- 
problem usw. behandelt, vgl. dort die Fußnote auf S. 71. 

3) 8. Klein, Erlanger Programm (1872). Math. Annalen 43: S. 76. 
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die F,* längs einer Kurve, die abgebildet wird durch die zugehörige 
Ördnungskurve, aus dem Bezoutschen Satz ergibt sich dann sofort 
die Zahl vier als Ordnung der Fläche F,*. Diese Resultate lassen sich 
ohne weiteres auf die beiden zu L,? und F,* dualistischen Mannig- 
faltigkeiten übertragen. Jede der vier Mannigfaltigkeiten bestimmt 
eindeutig die übrigen. Daher haben sie alle die gleiche Konstanten- 
zahl, nämlich 27. 
Auf Grund des vorher Gesagten sind die Parameterdarstellungen 

der vier Mannigfaltiskeiten die folgenden: 

F 2: (UM) (MX)? = 0 

L 3: (UM) (MX) (MY) = 0 

D,':(NX) (UN)? = 0 

A,2: (NK) (UN) (VN) = 
Zu einer andern Darstellung durch Gleichungen und Gleichungs- 
systeme gelangen wir, wenn wir (RX) (UN)? wie eine rein ternäre 
Form behandeln. Diese Form besitzt bekanntlich nur noch eine, 
nicht durch Formen niederen Grades ausdrückbare Kovariante zwei- 
ten Grades: (N,&E) (N) (N,N,X)?, sowie eine Invariante dritten 
Grades: (N,&X) (NE) (Nz&X) (N;N,N,)”. Das identische Verschwin- 
den der Kovariante besagt: der entsprechende Kegelschnitt ist ein 
Doppelpunkt; das Verschwinden der Invariante: er ist ein Punkte- 
paar. Es bestehen also für die vier Mannigfaltigkeiten folgende Glei- 
chungen: 


(A) 


P52: (IR) (N) (NN, X)? 0 

LP: (RR) (RER) (NER) (NN :N,’ = (LUX) =0 
(B) D,':(UM,) (UM,) (M,M,U)2 TO 

A ,3: (UM;) (UM,) (UM,) (M.M,M,? = (UN) =0. 


Durch die in $ 1, III angegebenen symbolischen Identitäten 
läßt sich leicht verifizieren, daß die Parameterdarstellung (A) die 
entsprechende Gleichung (B) identisch befriedigt. (B) bestätigt die 
Tatsache, daß L,? von der ER Ordnung ist. a (B) ist für alle 
Punkte &£ der F,*: (R,X)( (NY) (NıNsN 5)? = (LX)LY) 7 0, 
d. h. die lineare Polare eines le 3 Fi ee nur eines solchen 
Punktes, in bezug auf die L,? wird unbestimmt, mit andern Worten: 
Die L,? hat ein Kontinuum von Doppelpunkten, die die Fläche F,* 
erfüllen. Weiterhin sagt diese Identität aus: Ist 9) ein beliebiger 
Punkt des R,, so liegt F,* auf seiner quadratischen Polaren hinsicht- 
lich L,?. Die F,? ist also partieller Schnitt und Basis eines linearen 
Systems 6° Stufe von vierdimensionalen Punktmannigfaltigkeiten 


N ee 


zweiter Ordnung, die die quadratischen Polaren der Punkte des R, 
in bezug auf die L,? sind. Entsprechende Eigenschaften der Mannig- 
faltigkeiten ®,t und A,? ergeben sich ohne weiteres. 


8 3. | 
Spezielle Geraden und Ebenen. 


Bis jetzt hatte sich unsere analytische Untersuchung beschränkt 
auf die Formen (UM) (MX)? und (RX) (UN). Andere kovariante 
Bildungen erhalten wir nun durch Reihenentwicklung folgender For- 
men mit mehreren Veränderlichen X, Y, Z...: 

(MMEKıKoX3Xı) (M,X)” (M,Y)” 
NUMMER) (MX)? (M,Y)E (M,Z)? 
(MEMEMENI KR SM RN 
(MMZMZMMEE) (MIX)? . . . . 
(MMMZME MEN) (MIX? 2 

Die Form sechsten Grades enthält den symbolischen Faktor 
(MN), also auch den Faktor (MN)?, führt somit nur auf identische 
Kovarianten. Die Formen fünften und vierten Grades lassen sich 
als solche ersten und zweiten Grades in den Symbolen [%N] dar- 
stellen, diese stehen aber wieder dualistisch denen ersten und zweiten 
Grades in den Symbolen [WM ] gegenüber. Es genügt also, die beiden 
ersten Formen: 

I (MIMIK X 5% 5%) MX)” (M,Y)’ 

1 (MMM;K X 5X) MX)” (M,Y)®(M,2)° 

zu behandeln. Es erübrigt sich, die zu diesen dualistischen Formen 
besonders aufzustellen und zu untersuchen. 

Als ternäre Form betrachtet läßt sich I durch das bekannte Ver- 
fahren der Reihenentwicklung in die Form setzen: 


(MM ER 1 KoKaKı) (M,X)? (MY) R 
— (MM X 1 KoXsXı) (MıX) (M,Y) (M,M,XY), 

wo die rechte Seite eine Kovariante ist. In der Reihenentwicklung 

der Form I ist also nur eine einzige Form: 

(1) (MıMoK 1 KoK 3X) (M,X) (M,Y) (M,M,XY) 

nicht identisch gleich Null. (1) ist nach Study die „zugehörige Form“ 

der einzigen nicht identisch verschwindenden ‚„Elementarkovariante‘“ 

von I.!) Diese Elementarkovariante ist: 


(2) ME MEK 1X 2X3X,) (MX) (MX) (M,M,U) 
1) Study, Ternäre Formen II, $ 4. 
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Jede der Formen (1) und (2) ist, gleich Null gesetzt, für festes X Y 
oder festes X U Gleichung eines R,-Komplexes; sie ist aber, da der 
Komplex speziell ist, auch als Gleichung der Leitgeraden dieses Kom- 
plexes und somit für variables X Y oder variables X U als Parameter- 
darstellung einer vierdimensionalen Mannigfaltigkeit von geraden 
Linien anzusehen. 

Durch (1) wird jedem Punktepaar X Y in der Bildebene, sofern 
X nicht mit Y incident ist, eindeutig umkehrbar eine Gerade des R, 
zugeordnet, die Repräsentanten der Punkte dieser Geraden sind die 
Punktepaare der Involution auf der Geraden XY, deren Doppel- 
elemente die Punkte X und Y sind. Die Gerade im R, ist also Sehne 
der F,* und gehört der L,? an; diese Tatsache war zu erwarten, da 
ja die F,* Ort der Doppelpunkte der L,? ist. Wir nennen die Sehnen 
der F,* Geraden erster Art auf L?. 

(2) liefert, wenn X und U gegeben sind, wiederum eine Gerade 
auf L,? als Ort linearer R,. Wir bezeichnen sie als Gerade zweiter 
Art auf L,?. Bilder der Punkte einer solchen Geraden sind im ter- 
nären Gebiet Punktepaare, deren einer Punkt X fest ist, während der 
andere auf der Geraden U läuft. Die Gerade zweiter Art schneidet 
die F,* dann nicht, wenn X und U nicht vereinigt liegen. Im Grenz- 
fall aber, also bei vereinigter Lage von X und U, hat man eine Tan- 
gente der F,* vor sich, deren spezielle Parameterdarstellung wir dem- 
nach durch Nullsetzen der Form 
3) M MX KK.) (MX) (MX) LMEXY) 
erhalten. Substituieren wir hier X = UV und XY =TU, so ist die 
Form 
(3)b (MUM:K 1X 2X3X,) (M,UV) (M,UV) (M,M,U) 
der Form (3), vollkommen äquivalent. Die Tangente, die wir auch 
Gerade dritter Art nennen wollen, ist natürlich auch Grenzlage einer 
der durch die Gleichung: 

(MıMEKıKoK3Kı) (MıX) (M,Y) (M,M,X‘Y) U, 
darstellbaren Geraden. 

In der dreidimensionalen Tangentenmannigfaltigkeit der F,? 
durchdringen sich die beiden vierdimensionalen Mannigfaltigkeiten 
von Geraden erster und zweiter Art, die die einzigen Geradenmannig- 
faltigkeiten auf L,? sind. 

Bei Reihenentwicklung der Grundform II kommt man auf zwei 
lineare Kovarianten dieser Form, die nur je eine ternäre Veränder- 
liche (X oder U) enthalten, nämlich: 
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(4) (MMZM;EK 1X 2X) (M,M,U) (M,M,U) (M,M,D) 
(5) MMM;K1X2X5) (MıM;M,) (MX) (M,X) (M;X). 
Wir wollen uns auf die Betrachtung dieser zwei Formen beschränken. 

(4) und (5) liefern spezielle Ebenenkomplexe. Die Leitebene 
irgend eines der Form (4) entsprechenden Komplexes sei als Ebene 
erster Art, die irgend eines der Form (5) entsprechenden Komplexes 
als Ebene zweiter Art bezeichnet. Es vermitteln also (4) und (5) die 
Parameterdarstellungen der beiden zweidimensionalen Mannigfaltig- 
keiten von Ebenen erster Art und Ebenen zweiter Art. Jeder Ge- 
raden und jedem Punkt des ternären Gebietes ist eindeutig umkehrbar 
eine Ebene erster Art und eine Ebene zweiter Art im R, zugeordnet. 
Die Punkte einer Ebene erster Art sind abgebildet auf die Punkte- 
paare der zugehörigen Geraden U, die einer Ebene zweiter Art auf 
die Punktepaare, die den entsprechenden Punkt X gemein haben. 
Beide Ebenen gehören der L,? an, und die Gesamtheit dieser Ebenen 
sind die beiden einzigen Mannigfaltiskeiten von Ebenen auf L,?. Die 
Ebenen zweiter Art sind Tangentialebenen der F,*. Eine Gerade 
erster Art liegt in einer durch sie bestimmten Ebene erster Art, ebenso 
eine Gerade zweiter Art in einer durch sie bestimmten Ebene zweiter 
Art, demnach befindet sich eine Tangente in vereinigter Lage mit 
einer Ebene erster und einer Ebene zweiter Art. 

Den Ebenen erster und zweiter Art auf L,? stehen dualistisch 
gegenüber die Ebenen erster und zweiter Art auf A,?. Man übersieht 
sofort, daß die Schar der Ebenen erster Art auf L,? übereinstimmt 
mit der Schar der Ebenen zweiter Art auf A, und ebenso die Schar 
der Ebenen zweiter Art auf L,? mit der Schar der Ebenen erster Art 
auf 43 2 

Den Geraden erster, zweiter und dritter Art auf L,? stehen dua- 
listisch gegenüber die R, erster, zweiter und dritter Art auf A,?. EinR, 
erster Art ist der Schnitt zweier R, der ®,, er enthält eine Ebene 
zweiter Art, die er eindeutig bestimmt. Ein R, zweiter Art liegt ver- 
einigt mit einer durch ihn bestimmten Ebene erster Art, er schneidet 
die F,* in dem zu dieser Ebene gehörigen Kegelschnitt und einem 
weiteren Punkt. Rückt dieser Punkt auf den Kegelschnitt, so haben 
wir einen R, dritter Art vor uns, der gleichzeitig R, erster und zweiter 
Art ist. 

Was bedeuten nun die Formen (1) bis (5), wenn in ihnen die X&,, 
d.h. also ein R, oder eine Ebene als gegeben betrachtet werden? Es 


1) Im folgenden verstehen wir unter Ebenen erster Art und zweiter Art 
schlechthin Ebenen erster Art und zweiter Art auf L,°. 
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ergibt sich ohne weiteres, daß (1), (2), (3), und (3), Formen sind, 
die invariant verbunden sind mit dem Kegelschnittbüschel, das zu 
dem durch die X; bestimmten Gebüsch konjugiert ist und den R, 
als Ort von Räumen R, repräsentiert. Ebenso sind (4) und (5) invariant 
verbunden mit dem Kegelschnittbündel, das der Ebene als Ort von 
Räumen R, in der Bildebene entspricht. Die Gleichungen nun, die 
wir durch Nullsetzen dieser Formen erhalten, lassen sich leicht auf 
Grund der soeben gefundenen Resultate geometrisch interpretieren. Das 
soll nun geschehen. Wir setzen dabei voraus, daß weder der gegebene 
Raum R, noch die gegebene Ebene der A,? angehört. Eine spezielle 
Untersuchung dieses besonders einfachen Falles übergehen wir. 

!) (1) ordnet jedem Punkt Y, der nicht Basispunkt des Büschels 
ist, die einzige mit ihm incidente Kurve des Büschels zu, ebenso jedem 
Punkt X. (2) bestimmt den zu X hinsichtlich des Büschels konju- 
sierten Punkt; die zu den Punkten einer Geraden U konjugierten 
Punkte erfüllen eine Kurve zweiter Ordnung; läßt man U variieren, 
so stellt (2) das auf diese Weise den Geraden der Ebene entsprechende 
Bündel von Ordnungskurven dar, für das die drei Ecken des Diagonal- 
dreiecks des Büschels Basispunkte sind. (3), ist für gegebenes X 
die Gleichung der Tangente in X an die mit X incidente Kurve des 
Büschels, (3), für gegebenes U die Gleichung des Punktepaars, in 
dem die Gerade von zwei Kurven des Büschels berührt wird; die 
auf diese Weise allen Geraden durch Y zugeordneten Punktepaare 
erfüllen eine Kurve dritter Ordnung, die durch (3), gegeben ist. Für 
variables Y erhält man ein Bündel von Kurven dritter Ordnung, das 
die drei Ecken des Diagonaldreiecks und die vier Basispunkte des Bü- 
schels zu Basispunkten hat. Die Geraden, die jedem Punkt X einer 
Geraden V durch (3), zugeordnet sind, erzeugen eine Kurve dritter 
Klasse, die (3), repräsentiert. Bilden wir das Bündel aus dem Büschel 
und einer beliebigen Geraden V als Doppelgerade [für den Fall der 
Ausartung sind die zum Büschel gehörigen Doppelgeraden auszu- 
schließen ], so bestimmt die Ordnungskurve (2) für U=V mitsamt der 
Geraden V die Jacobische, (3) die Hermitesche Kurve des Bündels, 
die letztere berührt die sechs Seiten des Basisvierecks. 

(4) ist die Gleichung der Hermiteschen, (5) die der Jacobischen 
Kurve des durch die Ebene bestimmten Bündels. Durch die Ueber- 
einstimmung mit den dualistischen Formen wird verifiziert, daß Her- 
mitesche und Jacobische Kurve des Bündels identisch sind mit Ja- 
cobischer und Hermitescher Kurve des konjugierten Bündels. 

1) Vgl. Rosanes, Ueber Systeme von Kegelschnitten. Math. Annalen 6. 
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Einer Ebene des R,, die weder mit einer Geraden noch mit einem 
R, dritter Art vereinigt liegt, ist eine Kurve dritter Ordnung des 
ternären Gebietes zugeordnet, als deren Polarkegelschnittbündel das 
der Ebene entsprechende Bündel von Ordnungskurven, als deren Hesse- 
sche und Cayleysche Kurve die Jacobische und Hermitesche Kurve 
des Bündels erscheint. Schließen wir von der Gesamtheit der ebenen 
Kurven dritter Ordnung die aus, die eine Doppel- oder dreifache Ge- 
rade als Bestandteil enthalten, und die in einen Kegelschnitt und 
dessen Tangente zerfallen, so ist diese Beziehung zwischen den Kurven 
dritter Ordnung und den Ebenen des R, eindeutig umkehrbar. [Eine 
analoge Beziehung besteht zwischen den Ebenen des R, und den 
ebenen Kurven dritter Klasse.] Es würde hier zu weit führen, auf 
diese immerhin interessante Beziehung näher einzugehen. Alle Eigen- 
schaften der ternären kubischen Formen, von denen wieder entspre- 
chende auszuschließen sind, müßten sich, wie an den ebenen Kurven 
dritter Ordnung, so auch hier an den Ebenen des R, geometrisch inter- 
pretieren lassen. Als Beispiel soll nur zum Schluß eine besonders 
einfache geometrische Uebertragung gegeben werden. Verschwin- 
det die Invariante T der ternären kubischen Form, so nennt Clebsch 
die entsprechende Kurve dritter Ordnung harmonisch. !) Sie hat 
die Eigenschaft, daß die Hessesche Kurve ihrer Hesseschen Kurve 
wieder die Grundkurve ist, oder, daß Hessesche und Cayleysche Kurve 
zueinander konjugiertsind. Den 00° harmonischen Kurven entsprechen 
00® Ebenen des R,, die wir auch als harmonische Ebenen bezeichnen 
wollen. Diese harmonischen Ebenen bilden nach (4) und (5) einen 
quadratischen Ebenenkomplex, dessen singuläre Geraden die Tan- 
genten der F,t, dessen singuläre R, die R, dritter Art auf A,? sind. 
Durch jede, nicht die F,* berührende Gerade schickt dieser Ebenen- 
komplex eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit von Ebenen, die 
einen vierdimensionalen quadratischen Punktraum erfüllen; dieser 
zerfällt nur dann, wenn die Gerade einen Punkt mit der F,* gemein 
hat. Projiziert man diese zweidimensionale Mannisfaltigkeit von 
Ebenen aus der betreffenden Geraden in den R,, so geht sie über in 
eine Fläche zweiter Ordnung, die im oben angegebenen speziellen 
Fall zerfällt. Diese Fläche ist im Allgemeinfall bekannt als die Fläche 
zweiter Ordnung, die durch die vier ausgezeichneten Kegelschnitte 
der Steinerschen Fläche geht. ?) 


1) S. Clebsch-Lindemann. Vorlesungen über Geometrie: S. 579. 
2) S. Cremona, Sur la surface du quatrieme ordre, qui. ..: Crelles ‚Jour- 
nal 63, S. 328. 


Ss 4. 
Die rationale Normalfläche vierter Ordnung 
und ihre Sehnenmannigfaltigkeit. 


Die zur Gruppe gehörige Fläche F,* ist die rationale Normal- 
fläche vierter Ordnung. Eine rationale Normalfläche nt® Ordnung 
läßt sich bekanntlich eindeutig umkehrbar auf die Ebene abbilden; sie 
läßt sich nicht als Projektion einer Fläche gleicher Ordnung auffassen ; 
alle anderen Flächen nt® und niedrigerer Ordnung, die Trägerinnen 
ternärer Gebiete sind, sind Projektionen der Normalfläche nt Ord- 
nung. Die Theorie einer solchen auf die Ebene eindeutig abbild- 
baren Fläche ist äquivalent der Theorie einer symbolischen Form: 

(UM) (MXN, 

wo die M Symbole eines Gebietes m!® Stufe bedeuten [m 
< (272)], die M ternäre Symbole sind und erst beide Symbole vereinigt 
wirkliche Bedeutung erlangen. Gelingt es, das vollständige Formen- 
system dieser Form aufzustellen, so ist damit auch die Theorie der 
entsprechenden Fläche erledigt, wobei es natürlich darauf ankommt, 
den geometrischen Sinn der symbolischen Formen zu erfassen. Für 
eine Normalfläche ist m = (?f2), es liefert dann (UM) (MX)" = 0 
die Parameterdarstellung der Fläche, wenn die einzige Invariante, 
die die Form (UM) (MX)? besitzt, nicht verschwindet. Die Nor- 
malfläche ist augenscheinlich vollkommen singularitätenfrei; sie ist 
unter den erwähnten abbildbaren Flächen gleicher Ordnung diejenige 
von einfachster geometrischer Struktur, und diese lassen sich darum 
besonders einfach behandeln, wenn man von der zu ihnen gehörigen 
Normalfläche ausgeht. Die rationale Normalfläche, die der Form 
(UM) (MX)? entspricht, ist von der Ordnung n?, auf ihr liegen nur 
Kurven von der Ördnungk.n |k=1,2,3...]; diese Kurven können 
auf solchen Projektionen der Normalfläche, die mit ihr von gleicher 
Ordnung sind, nur in der Weise ausarten, daß mehrfach überdeckte 
und mit geeigneten Verzweigungspunkten versehene Kurven entstehen, 
nämlich solche, die bei gehöriger Berücksichtigung der mehrfachen 
Ueberdeckung noch als Kurven der Ordnung k-n aufgefaßt werden 
können. 

In unserem speziellen Fall ist m =6,n=2. Daß die Fläche von 
der vierten Ordnung ist, wurde bereits festgestellt. Ebenso leicht 
läßt sich einsehen, daß auf ihr nur Kurven gerader Ordnung liegen: 
Eine Kurve n!® Ordnung in der Ebene wird nach dem Bezoutschen 


Theorem von einem Kegelschnitt in 2n Punkten geschnitten, woraus 
sich ohne weiteres als Ordnung der entsprechenden Kurve im R, die 
Zahl 2n ergibt. JederR, der A ,? ist Tangentialraum der F,*, er schnei- 
det die Fläche in zwei sich im Berührungspunkt treffenden Kegel- 
schnitten, für einen R, der ®,* fallen diese beiden Kurven zusammen, er 
berührt die Fläche längs eines Kegelschnitts. Die Ebenen erster Art 
sind Trägerinnen der 00° Kegelschnitte auf der Fläche. Je zwei Ebenen 
erster Art schneiden sich in einem Punkt der Fläche. Durch jeden 
Punkt der F,* gehen oo! Ebenen erster Art; die durch sie bestimmten 
co! R, der ®,* bilden einen Kegel zweiter Ordnung, dessen Scheitel 
die Tangentialebene der F,* im betreffenden Punkt ist. Die Sehnen- 
mannigfaltigkeit der F,*, die L,?, wird von den Ebenen erster Art 
sowie von den Ebenen zweiter Art beschrieben. Durch jeden Punkt 
der L,?, der nicht Doppelpunkt ist, geht eine Ebene erster, gehen zwei 
Ebenen zweiter Art; die Bilder der Berührungspunkte der beiden 
letzteren mit der F, i sind die Punkte des Punktepaars, das den be- 
treffenden Punkt hr L,? repräsentiert. 

Wir betrachten die are Polare eines Punktes Y) in bezug auf 
die L,?, ihre Gleichung ist: 
I NP) (NY) (NE) (NıN:N;) = (LY) (LE) =0. 
Aus I folgt: Die dem Punkt Y) in der a. entsprechende Klassen- 
kurve ist als Ordnungskurve gedeutet das Bild seiner linearen Polaren, 
diese wird also unbestimmt für einen Punkt der F,*, für einen Punkt 
der L,? ist sie ein R, der ®,*. Dualistisch: Die einem R, ® entspre- 
chende Ordnungskurve ist als Klassenkurve gedeutet das Bild seiner 
linearen Polaren hinsichtlich A,?, diese wird unbestimmt für einen 
R,der ®,* und ist ein Punkt Er F,* für einen R, der A,?. Geht man 
also von einem Punkt X aus, ner zu seiner linearen Polaren 
in bezug auf L,? die lineare Polare in bezug auf A,?, so muß man zum 
Punkt X zurückkommen, falls X nicht auf L,? liegt. Das analoge 
ergibt sich, wenn man von einem R, U ausgeht, der nicht zur A,? ge- 
hört. Diese beiden Tatsachen drücken sich analytisch durch folgende 
Identitäten aus: 
(Lı&)? (L.&)? (L, A) (I, A, UA) EUR) (LA 
(UAYU Ay)AL, A) (LA) LO =$(UR) (UA. N) 
II berechnet sich leicht nach den Identitäten III des $ 1. 

Die quadratische Polare eines Punktes Y) bezüglich der L,? ist 
gegeben durch die Gleichung: 


II 


1) Vgl. Study, Charakteristikenproblem usw.: S. 79. 
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I NO) (RX) (N5X) (NıN;N,)? = (LY) (LR)? = 

Die Punkte dieser Mannigfaltigkeit sind abgebildet auf die Klassen- 
kurven, die als Ordnungskurven gedeutet zur Bildkurve von Y) kon- 
jugiert sind, d.h. die linearen Polaren aller mit Y) incidenten R, hin- 
sichtlich A,? erfüllen einen vierdimensionalen quadratischen Punkt- 
raum, der die quadratische Polare von Y) in bezug auf L,? ist. Dieser 
vierdimensionale quadratische Punktraum ist als solcher eine drei- 
dimensionale Ebenenmannigfaltigkeit, die durch jeden seiner Punkte 
ool Ebenen schickt, und ist i. A. nicht ausgeartet. Liegt Q) jedoch 
auf L,?, so haben wir in der quadratischen Polaren eine ausgeartete 
quadratische Punktmannipfaltigkeit vor uns, die, falls J) nicht auf der 
Normalfläche liegt, von zwei getrennten Scharen von ©! R, beschrie- 
ben wird und eine Doppelgerade besitzt. Die Doppelgerade ist die 
durch die beiden mit Y) incidenten Tangentialebenen der F,* eindeutig 
bestimmte Sehne der F,?*; die beiden Scharen von R, verbinden sie 
mit den beiden Scharen von Ebenen erster Art, die mit der Sehne 
incident sind, zu denen noch die beiden soeben erwähnten Tangen- 
tialebenen zu rechnen sind. Rückt Y) auf die F,*, so fallen beide Scha- 
ren von R, zusammen; die quadratische Polare enthält die zugehörige 
Tangentialebene als Doppelebene; die ©! R, verbinden diese mit 
den ebenfalls durch Y) gehenden oo! Ebenen erster Art. Das dua- 
listische Gegenstück dieses letzten Falles ist von besonderem Interesse: 
Die quadratische Polare eines R, der ®,* in bezug auf die A,? besteht 
aus den oo®R,, die den durch den betreffenden R, bestimmten Kegel- 
schnitt der F,* berühren. Ist der R, durch seine Bildgerade U ge- 
geben, so ist die Gleichung seiner quadratischen Polaren: 

IV (UM;) (UM,) (M,M,U) —=0. 

Ein R, ® besitzt bezüglich IV eine lineare Polare, die auch als Pol 
von ® in bezug auf den durch U bestimmten Kegelschnitt auf der 
F,* angesehen werden kann. Die Gleichung dieses Punktes ist: 
IV, (UM) (BM,) (MM,U) = 0. 

Der Punkt hat zum Bild das Punktepaar oder den Punkt, in dem 
die Gerade U von der Bildkurve von ® geschnitten oder berührt wird. 
Sieht man nun in IV, ® als gegeben, U als variabel an, so ist IV,, 
vorausgesetzt, daß die Bildkurve von 3 irreduzibel ist, augenschein- 
lich Parameterdarstellung 'einer rationalen Normalfläche vierter Ord- 
nung, die ganz auf der L,? liegt und durch die Schnittkurve von 3 
hindurchgeht. Es liegen also auf der L,? ©0° Normalflächen vierter 
Ordnung, von denen eine der Ort ihrer Doppelpunkte ist; diese hat 
mit jeder andern eine Kurve vierter Ordnung gemein. Diese Flächen 
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vierter Ordnung auf L,? sind nichts anderes als die Flächen, die durch 
ihre Projektionen im R, als die Lieschen Flächen der Steiner- 
schen Fläche bekannt sind. !) Sie sollen darum auch hier als Li e sche 
Flächen bezeichnet werden. Die Liesche Fläche eines R, in bezug auf 
die Normalfläche ist der Ort der Pole des R, hinsichtlich der 00? Kegel- 
schnitte auf der Normalfläche. Es läßt sich leicht am ebenen Bild 
verifizieren, daß diese Liesche Fläche tatsächlich eine rationale Nor- 
malfläche vierter Ordnung ist: Projiziert man die ursprüngliche Nor- 
malfläche aus dem Pol des R,% bezüglich der A,?, so entsprechen 
den Projektionsstrahlen in der Bildebene die Kurvenbüschel, die durch 
die Bildkurve des Pols und je einen Punkt der Ebene als Doppelpunkt 
bestimmt werden, d. h. auf jedem Projektionsstrahl liegt ein und nur 
ein Punkt der zum R, 3 gehörigen Lieschen Fläche, diese ist also 
perspektiv zur Normalfläche und liest, wie das ebene Bild sofort er- 
kennen läßt, nicht in einem R,; damit ist aber der Beweis erbracht. 
Projiziert man unsre Normalfläche in einen Raum niedrigerer Dimen- 
sionenzahl, so sprechen wir von der Lieschen Fläche, die zu einer 
Kurve vierter Ordnung auf der projizierten Fläche gehört.?) Man 
sieht ohne weiteres, daß für alle Kurven vierter Ordnung, die im R, 
von den linearen Polaren der Punkte des Projektionszentrums aus- 
geschnitten werden, in der Projektion die Lieschen Flächen mit der 
projizierten Normalfläche zusammenfallen. 

Ist BeinR, der A,?, in der Bildebene gegeben durch das Geraden- 
paar V,V,, so geht IV, über in 
IV, (UM) (MUV,) (MUV,) =. 
IV, wird identisch Null für U = V, und U = V,, im übrigen ist aber 
jedem U, falls V,+V,ist, durch IV, eindeutig ein Punkt der Fläche 
zugeordnet. Die durch IV, dargestellte Fläche liegt ganz auf der 
L,?, wir bezeichnen sie im erweiterten Sinn auch als Liesche Fläche. 
Diese spezielle Liesche Fläche hat mit der Schnittkurve des R, mit 
der Normalfläche nur den Berührungspunkt gemein, sie ist von der 
zweiten Ordnung: die zu den Punkten der Geraden V,, in bezug auf 
ein durch vier getrennte Basispunkte bestimmtes Kegelschnittbüschel, 
konjugierten Punkte erfüllen eine Kurve zweiter Ordnung, die V, nach 
dem Bezoutschen Theorem in zwei Punkten schneidet. Als Fläche 
zweiter Ordnung liegt diese Fläche in einem R,, und zwar ist es der 

1): ‘8. Lie, Petite contribution A la theorie de la surface Steinsrienne. 
Kristiania 1879. In dieser Abhandlung werden die Flächen zum ersten Mal er- 


wähnt, eingehender behandelt sind sie von Brambilla u. a. 
2) Vgl. Goller, Ueber die Steinersche Fläche: S. 5l. Diss. München 1902. 
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R, erster Art, der als einziger mit dem gegebenen R, der A,? vereinigt 
liegt. 

KureVg =.V, = Vi: gehtLV, ‚über in 
IV? (UNE MUV RO: 
Der der Geraden V entsprechende R, der ®,? berührt die Normal- 
fläche längs eines Kegelschnitts, dessen Parameterdarstellung IV. ist. 
Es hat also keinen Sinn, von der Lieschen Fläche eines R, der ®,? 
bezüglich der Normalfläche zu sprechen. IV, wird unbestimmt für 
U =\, im übrigen wird jeder Geraden U ein Punkt des Kegelschnitts 
zugeordnet, dessen Bild der Schnittpunkt von U und V ist, es kommt 
also jeder Punkt des Kegelschnitts in dieser Darstellung oO! mal vor. 

Um nun auch geometrische Beziehungen zwischen Ebenen und 
Geraden des R, und der Normalfläche zu untersuchen, benutzen wir 
die in $ 3 gefundenen Resultate. Da es hier zu weit führen würde, 
spezielle Fälle zu betrachten, setzen wir voraus, daß die gegebene 
Ebene die F,* nicht schneidet, daß die gegebene Gerade nicht auf 
der L,? liest. Es ist dann die der Ebene nach Seite 10 zugeordnete 
Kurve dritter Ordnung doppelpunktfrei, sie ist das Bild einer Kurve 
sechster Ordnung auf der Fläche folgender Eigenschaft: Durch jeden 
der sechs Schnittpunkte eines der 00° mit der Ebene vereinigt lie- 
senden R, mit der Kurve sechster Ordnung geht genau ein R, der 
®,4, der die Kurve in diesem Punkt vierpunktig berührt; diese sechs 
R, schneiden sich stets in einem Punkt der Fläche; umgekehrt gehen 
von jedem Punkt der Fläche sechs R, der ®,* aus — im speziellen 
Fall können zwei oder drei von ihnen koinzidieren —, die die Kurve 
vierpunktig berühren, die sechs Berührungspunkte liegen mit der 
Ebene in einem R,. Die Ebene ordnet auf diese Weise eindeutig um- 
kehrbar die Punkte der Fläche und die Räume R, des durch sie be- 
stimmten Bündels einander zu. Die Hessesche Kurve der Kurve 
dritter Ordnung in der Bildebene repräsentiert eine Kurve sechster Ord- 
nung auf der Fläche, die der Ort der Berührungspunkte der oo! mit 
der Ebene vereinigt liegenden R, der A,? ist. Diese R, bestimmen 
2:00! R, der ®,* [nämlich die, die mit ihnen eine Ebene erster Art 
auf L,? gemein haben ], die einen Kegel sechster Ordnung bilden, ihm 
entspricht die Cayleysche Kurve in der Bildebene. 

Dualisieren wir die Formen (1) bis (3), des $ 3, so erhalten wir 
die folgenden: 


(1) NNU,U,U,U,) (UN,) (VN,) (N,N,UV) 
(2) (NN5U,U,U,U,) (UN,) (UN,) (N]N,X) 
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(3), NRFU USU;U,) (UN,) (UN,) (N,N,UV) 

(3), KR USU,U,) (NXY) (N,XY) (N,N,X) 

Sind die U,, d.h. ist eine Gerade des R, gegeben, so sind diese Formen 
invariant verbunden mit dem Kegelschnittbüschel, das der Geraden 
als Ort von Punkten in der Bildebene entspricht. An der Hand der 
Gleichungen, die wir durch Nullsetzen dieser Formen erhalten, lassen 
sich geometrische Beziehungen zwischen der Geraden und der Nor- 
malfläche aufstellen. Die Gerade trifft den einer festen Geraden U 
in der Bildebene entsprechenden R, der ®,* in einem Punkt, dessen 
Bildkurve durch (1) gegeben ist. Ein R, der A,?, der eine Ebene 
erster Art, gegeben durch die Gerade U im ternären Gebiet, mit der 
Geraden verbindet, enthält eine zweite solche Ebene; (2) ist die Glei- 
chung der Bildgeraden des durch diese Ebene bestimmten R, der ®,#. 
Die Ebene, die die Gerade mit einem Punkt der Fläche verbindet, 
dessen Bildpunkt Y sei, schneidet die L,? in einer Kurve dritter 
Ordnung; die Punktepaare, die den Punkten dieser Kurve in der Bild- 
ebene entsprechen, liegen alle auf einer rationalen Kurve dritter Ord- 
nung, deren Gleichung (3), ist. Die durch die Punktepaare — mit 
Ausnahme des Doppelpunkts — bestimmten Ebenen erster Art 
aufL,? berühren eine Kurve vierter Ordnung auf der Normalfläche, 
ihr entspricht in der Bildebene ein Kegelschnitt, der, als Klassenkurve 
gedeutet, durch (2) für X = Y gegeben ist. Die 00° Ebenen, die die 
Normalfläche aus der Geraden projizieren, bestimmen so 00° Kurven 
vierter Ordnung, also 00°? R,, die durch das Polarsystem der A,? wieder- 
um auf 00° Punkte einer Ebene führen, in der sich die drei linearen 
Polaren der drei mit der Geraden incidenten Punkte der L,? schneiden. 
(3), Ist für festes X die Gleichung eines Geradenpaars, der entspre- 
chende R, der A,? verbindet die durch X bestimmte Tangentialebene 
der F,* mit der Geraden; die Tangentialebenen in den Punkten eines 
der Geraden V entsprechenden Kegelschnitts liegen mit unsrer Ge- 
raden im R, in oo! R, der AP, die [s. 0.]2 oo! R,der ®,;* bestimmen; 
diese R, der ®,* bilden einen Kegel sechster Ordnung, dem in der Ebene 
die Kurve dritter Klasse (3), entspricht. Die lineare Polare des Schnitt- 
punktes der Geraden mit dem einer Geraden U entsprechenden R, 
der ®,*, berührt den durch diesen R, der ®,t bestimmten Kegel- 
schnitt auf der Fläche in einem Punkt, dessen Bildpunkt durch (3), 
gegeben ist. Die linearen Polaren der Punkte der Geraden bilden 
eine eindimensionale R,-Mannigfaltigkeit zweiter Ordnung, die 
von einer Ebene erster Art auf L,? in einer Kurve zweiter Klasse ge- 
schnitten wird. Die vier gemeinsamen Tangenten dieser Kurve und 
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des in der Ebene erster Art liegenden Kegelschnitts der F,* werden 
ausgeschnitten von den Polaren der drei mit der Geraden incidenten 
Punkte der L,? und des Schnittpunktes der Geraden mit dem durch 
die Ebene erster Art bestimmten R, der ®,*. Diese R,-Mannigfaltig- 
keit zweiter Ordnung kann nie in zwei Bestandteile zerfallen, sie re- 
duziert sich auf ein Büschel, wenn die Gerade die F,? schneidet. Die 
oo!linearen Polaren sind identisch für die Punkte einer Sehne und 
Tangente der F,?, dagegen bleibt die quadratische Mannigfaltigkeit 
irreduzibel für eine Gerade zweiter Art auf L,?, die nicht Tangente ist. 


85. 
Ein numerisches Beispiel. 


Den Symbolen sollen möglichst einfache Werte beigelegt werden 
und zwar so, daß die Darstellung in den Symbolen [WM] zu der in 
den Symbolen [%N |] symmetrisch wird. Zu diesem Zweck setzen wir an: 


MM = M,M,M, = 
MM, = M,M,M, = A 
MM = p MM.M,—A. 


Die übrigen Symbolprodukte seien Null. Es folgt dann nach 
MSal‘; 


NN? = WR NıN;N, = 31% 
TN er R,N,zN, = 392 
NN, = nA? NeNıN, = 3u?AR. 


Die übrigen Symbolprodukte sind Null. Soll die Darstellung 
symmetrisch sein, so sind die beiden Gleichungen zu befriedigen: 
Me 2 und A — 3 Wr deh: 

= 3/8,%= 3/2, also = 22. 

Es ist nun auch: 

UM) (MX? 5, N... N5U) (NINSN;,) (N3N;N;) (NN;X) (N,N,X) 
und: 
3= (NM) (MN) = 8. 

Führen wir run diese Symbolwerte in die Parameterdarstellungen 
oder Gleichungen der verschiedenen Mannigfaltigkeiten ein, so fallen 
verschiedene Wurzelgrößen als gemeinsame Faktoren heraus, die 
Darstellung wird daher besonders einfach. Wir erhalten aus (A), 
$ 2 für die Normalfläche und ihre Sehnenmannigfaltigkeit folgende 


Darstellung: 
Torhorst, Inaug.-Diss, 2 


RE 


& = X, = V2 X,X, 
F3}: &=X, %= V2X;X, 
Ka == x Kr > Yu RR 5: 
&, = 2X,Y, Kı = v2 (X,Y; + X,Y,) 
LP: &,—=2X,Y, %; = V2(X,Yı + XıY;) 
X; = 2X,Y, K, = V2 (X,Yz+ %;Yı). 


Nach (B), $ 2 erhalten wir sechs Gleichungen zur Bestimmung 
der F,? und die Gleichung der L,? wie folgt: 
2X, Kr KK — V2&ıKı = 0 
pen N) Kkı — V2Kık, = 0 
DRK do 0 Ks — V2E 0 
1,3: 2 K Kok, + VA RER — Lk — Koks Ak 
Die Koordinaten der in $:3 behandelten speziellen Geraden er- 
geben sich ohne weiteres aus der Parameterdarstellung der F,* und 
der L,? und sollen darum nicht besonders aufgestellt werden. Zwischen 
den 15 Geradenkoordinaten des R, bestehen bekanntlich 15 Rela- 
tionen, von denen nur 6 unabhängig sein können, da die Konstanten- 
zahl der Geraden 8 ist. | 
Besonders einfach gestaltet sich nach (4) und (5), $ 3 die Dar- 
stellung der speziellen Ebenen. Fassen wir die Ebenen als Punktfeld 
auf, so erhalten wir 
für die Ebenen erster Art auf L/? 


Pı2a ® Pass : Pase : Psıe. : Paıa : Pıs4 = Pı125 
" Psae * Psas : Pasa ° Pısı : Paes ° Pae5 : Pıas 
: Pası ! Psıs : Pıae : Pıse : Paeı ' Pas ') 
— — Y3U,ULU, : VD, : U,?U, 2 U2U,:NU.2U WU SUr re 
:— 2U U,U,:V 2U2U,: V2U2U,:V 3 U2U,: V 2 U2U EV 2a 
DI 
2 U 2 DU, 3 — U: 0.20: 0, 
In derselben Reihenfolge der Koordinaten 
für die Ebenen zweiter Art auf L/? 
DON ,XNIXRS CV OR EX, : VOR X,: VOX X, :VOoXEX vyazaı 


UELI 
2 VOR R Rz 1 NER, NIX, 1 X EX: X EX: X 2X, 
— X,’X, 
:0:0:0.:2— X? : — X, : — X. 


1) pixı ist die Abkürzung für die dreireihige Determinante (X, VD. Iı); 
ebensorgiyir tür (U, 3, AB) BER IEh 


a 


Benutzt man die zu den p;,. dualistischen Ebenenkoordinaten 
Ges Bk,l=1....6] so wechseln die beiden Ebenen für pi = 
Qjxı Ihre Rolle. Man überzeugt sich leicht, daß die 15 Relationen 
des Typus: | 


Pı23 Psıs T Pası Pıs6 — Psıa Pass — Pıza Pass — OÖ; 
von denen 10 unabhängig sind, erfüllt sind. 
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Reslitätsverhältnisse. 


Die reellen irreduziblen Kegelschnitte in der Ebene weisen zwei 
verschiedene Typen auf: Kegelschnitte mit reellem Zug und solche 
ohne reellen Zug. Ihnen entsprechen zwei Klassen A und B von re- 
ellen Punkten des R,. Zu A gehören die Punkte A, deren lineare 
Polaren hinsichtlich L,? die F,*im Reellen schneiden, zu B die Punkte BB, 
deren linearen Polaren es nicht tun. Wir nennen daher zweckent- 
sprechend die Punkte A äußere, die Punkte B innere Punkte. Diese 
beiden Klassen von Punkten bilden zwei Kontinua. 

Wie die zerfallenden reellen Klassenkurven in der Ebene zwei 
durch die Gesamtheit der Doppelpunkte getrennte Kontinua bilden 
derart, daß zu einem Kontinuum die reellen, zum andern die kon- 
jugiert-imaginären Punktepaare gehören, so zerlegt auch das zwei- 
dimensionale Punktkontinuum der F,* das reelle vierdimensionale 
Punktkontinuum der L,? in zwei Kontinua I und II. Zu I rechnen 
wir die Punkte, von denen zwei reelle, zu II die, von denen zwei kon- 
jugiert -imaginäre Tangentialebenen der F,* ausgehen. Es sollen 
die Punkte der Begrenzung, d.h. die ganze F,* mit zum Kontinuum II 
gerechnet werden. Esist nun das fünfdimensionale Punktkontinuum B 
ganz von dem vierdimensionalen Kontinuum II eingeschlossen, wäh- 
rend das Kontinuum A längs II an B, längs I an sich selbst grenzt, mit 
andern Worten, diese Zerlegung des Punktkontinuums des R, bleibt 
noch erhalten, wenn man sich das Kontinuum I der L,? weg denkt. 

Wir rechnen nun zu dem Kontinuum B der inneren Punkte das 
Kontinuum II hinzu. Dann gilt: Ein innerer Punkt hat die Eigen- 
schaft, daß alle mit ihm vereinigt liegenden reellen R, die F,* in 
ihrem reellen Punktkontinuum schneiden, dieselbe Eigenschaft kommt 
inneren Geraden, Ebenen und R, zu. (Als solche bezeichnen wir 
reelle Geraden, Ebenen und R,, die mindestens einen inneren Punkt 
enthalten, alle anderen heißen äußere Geraden, Ebenen und R;,.) 
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Eine Gerade erster Art gehört zum Kontinuum der äußeren Geraden, 
wenn das zugeordnete Punktepaar in der Bildebene konjugiert- 
imaginär ist, zum Kontinuum der inneren Geraden, wenn das Punkte- 
paar reell ist. Die Geraden erster Art bilden demnach zwei Kon- 
tinua, zwischen denen der Uebergang vermittelt wird durch die 
Geraden dritter Art oder die Tangenten der F,?, die selbst innere 
Geraden sind. Die Geraden zweiter Art sind äußere Geraden. Die 
Ebenen erster und zweiter Art sind innere Ebenen, ebenso sind die 
R, erster, zweiter und dritter Art auf A,? innere R,. 


Kapitel II. 


Die Projektion der rationalen Normaliläche vierter 
Ordnung in den R.. 


ge}; 


Die Jacobische Fläche der rationalen Normal- 
Remertersordnuneundäührlebenes Bild. 


Bei der Projektion der rationalen Normalfläche vierter Ordnung 
in den R, geht unter der Voraussetzung, daß das Projektionszentrum 
nicht auf der L,? liegt, die zugehörige achtgliedrige projektive Gruppe 
des R, über in eine dreigliedrige projektive Gruppe des R,, die gleich 
zusammengesetzt ist mit der dreigliedrigen projektiven Gruppe der 
Ebene, die einen Kegelschnitt in Ruhe läßt; es handelt sich hier um 
die Bildkurve des Projektionszentrums, die wir im folgenden als den 
Grundkegelschnitt bezeichnen wollen. Offenbar ist diese Gruppe 
nicht mehr transitiv, der R, wird also in unendlich viele dreidimensio- 
nale Punktmannipgfaltigkeiten zerfallen, die dieser Gruppe als invariante 
Punktkörper !) angehören werden. Auf mindestens einem dieser Kör- 
per muß die projizierte Fläche liegen. Diese Mannigfaltigkeiten auf- 
zufinden und zu untersuchen, wobei natürlich die Projektion der 
Normalfläche im Vordergrund des Interesses stehen wird, ist nunmehr 
unsre Aufgabe. Die Gesamtheit aller, mit einer dieser Mannigfaltig- 
keiten kollinearen Mannigfaltigkeiten hat 21 Dimensionen mit Aus- 
nahme der quadratischen. ?) 

Ein Punkt des R, ist incident mit oo? R,, 00° R,, 00% Ebenen 
und 00? Geraden, diese gehen bei der Projektion über in die ©? R,, 
00% Ebenen, 00% Geraden und 0° Punkte des R,. Das ebene Bild 
ordnet den 00° R, die 00% Ordnungskurven zu, die zum Grundkegel- 
schnitt konjugiert sind; jedem Punktquadrupel des Grundkegel- 
schnitts ist eindeutig umkehrbar ein Raum R, des R, zugeordnet, 


1) S. Seite 4. 2) S. Seite 39. 


denn es liegt auf einer einzigen zum Grundkegelschnitt konjugierten 
Kurve. Es bestimmen sich ferner eindeutig umkehrbar die Ebenen 
des R, und die 00% Polvierecke des Grundkegelschnitts, die Geraden 
und die 00% Kegelschnittbündel, die zu ihm konjugiert sind, schließ- 
lich die Punkte und seine 00* Tangentenquadrupel. Daraus folgt, 
daß zu jedem Punkt und zu jedem R, des R, eine projektive Invariante 
gehört, die die in bekannter Weise von einander abhängigen 
sechs Doppelverhältnisse bestimmt, die zum zugeordneten Tangenten- 
oder Punktquadrupel gehören; in oo? Fällen wird dieses Doppel- 
verhältnis unbestimmt. Der R, zerfällt demnach in 00! dreidimen- 
sionale Punktmannigfaltigkeiten, die in gewissem Sinne, wie später er- 
klärt wird, ein Büschel bilden; die Basis dieses Büschels ist offenbar 
die Fläche, deren Punkten in der Bildebene Tangentenquadrupel mit 
unbestimmtem Doppelverhältnis zugeordnet sind; durch jeden Punkt 
des R,, der nicht auf dieser Fläche liegt, geht eine und nur eine dieser 
oo! Mannigfaltigkeiten, die die Eigenschaft hat, daß zu allen ihren 
Punkten, mit Ausnahme der Punkte der Basisfläche, in der Bild- 
ebene Tangentenquadrupel eines gleichen Doppelverhältnisses gehören. 
Später werden wir auf spezielle unter diesen Mannigfaltigkeiten zu 
sprechen kommen, zunächst wenden wir uns nun zur Betrachtung 
der Projektion der Normalfläche, die wir für’s erste mit F/* bezeich- 
nen wollen. 

Auf der F5* ist eine Kurve vierter Ordnung ausgezeichnet, sie 
ist die Projektion der Kurve, die die lineare Polare des Projektions- 
zentrums bezüglich der L,? aus der Normalfläche ausschneidet; sie 
ist eine rationale Normalkurve vierter Ordnung, deren Punkte auf 
die Punkte des Grundkegelschnitts abgebildet sind. Der Schnitt 
eines R, mit der F5* ist abgebildet auf eine Ordnungskurve, die zum 
Grundkegelschnitt konjugiert ist; daraus folgt: Durch jeden Punkt 
der F5* gehen oo! R,, die sie in einer zerfallenden Kurve, d. h. in zwei 
Kegelschnitten, schneiden. Diese oo! Tangentialräume bilden ein 
Büschel, dessen Scheitel die Tangentialebene in dem betreffenden 
Punkt ist, zwei ausgezeichnete unter diesen Tangentialräumen be- 
rühren die Fläche längs eines Kegelschnitts und haben mit der Nor- 
malkurve eine vierpunktige Berührung, es sind Schmiegungsräume 
der Normalkurve. Die 00° Tangentialräume der F,* schneiden die 
Normalkurve in vier harmonischen Punkten, den R, dieser R,-Mannig- 
faltigkeit sind harmonische Tangentenquadrupel zugeordnet. Die oo! 
Ebenen, welche die ausgezeichneten, auf die Tangenten des Grund- 
kegelschnitts abgebildeten Kegelschnitte der Fläche enthalten, haben 


mit der Normalkurve eine dreipunktige Berührung, sind also ihre 
Schmiegungsebenen. Auch die ausgezeichneten Kegelschnitte be- 
rühren die Normalkurve, sie werden entsprechend als ihre quadra- 
tischen Oskulanten !) bezeichnet. Je zwei Schmiegungsebenen schnei- 
den sich in einem Punkt der Fläche, diese ist sowohl als Ort der 
Schnitte aller Schmiegungsebenen einer rationalen Normalkurve 
vierter Ordnung als auch als Ort der quadratischen Oskulanten einer 
solchen Kurve aufzufassen. Wir bezeichnen die F5* aus einem 
Grunde, der später ersichtlich wird, als die Jacobische Fläche 
der rationalen Normalkurve vierter Ordnung . 

Eine Ebene schneidet die Jacobische Fläche im allgemeinen 
in vier getrennt liegenden Punkten, die abgebildet sind auf die vier 
Ecken eines Polvierecks des Grundkegelschnitts, und sie schickt drei 
Tangentialräume an die Fläche. Jedes Polviereck bestimmt ein zum 
Grundkegelschnitt konjugiertes Kegelschnittbüschel, das dem durch 
die Ebene bestimmten R,-Büschel zugeordnet ist. Wie es sieben 
Ausartungen von Kegelschnittbüscheln gibt, so lassen sich auch sieben 
spezielle Typen von Ebenen in bezug auf die Fläche angeben, die 
nunmehr charakterisiert werden sollen. ?) 

1. Zwei Punkte des Vierecks koinzidieren: Die Ebene enthält 
eine Tangente, zum R,-Büschel gehören nur zwei Tangentialräume; 
der eine von ihnen geht durch den Berührungspunkt des andern, der 
gleichzeitig Berührungspunkt der Tangente ist. Die Konstantenzahlist5. 

2. Drei Punkte des Vierecks koinzidieren: Die Ebene liegt ver- 
einigt mit einer Tangente und nur einem Tangentialraum, sie ist 
Schmiegungsebene für die oo! Kurven vierter Ordnung, die von den 
übrigen R, des durch sie bestimmten Büschels aus der Fläche aus- 
geschnitten werden. Durch jede Tangente gehen oO! solcher Ebenen, 
deren Konstantenzahl 4 ist. 

3. Die Punkte des Vierecks koinzidieren zu je zweien: Die Ebene 
berührt die Fläche zweimal und zwar in zwei Punkten ein und der- 
selben quadratischen Oskulante. Sie ist der Schnitt eines Schmie- 
gungsraumes der Normalkurve mit einem gewöhnlichen 'Tangential- 
raum der Fläche, dessen Berührungspunkt nicht mit dem Schmie- 
gungsraum incident ist. Jede Tangente liegt vereinigt mit 2. 0O!solcher 
Ebenen, deren Konstantenzahl 4 ist. 


1) Dieser Ausdruck Oskulante ist zuerst von St. Jolles eingeführt worden. 

2) Vgl. R. Weitzenböck, Zum System von 3 Strahlenkomplexen im R;: 
Monatshefte für Math. und Physik. Wien 1910: S. 124. Die Klassifikation der 
Ebenen ist dort nicht vollständig und auch im übrigen nicht ganz richtig. 
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4. Vier Punkte des Vierecks koinzidieren: Die vierpunktig be- 
rührende Ebene ist Scheitel eines R,-Büschels, zu dem außer einem 
Schmiegungsraum nur R, gehören, die die Fläche in irreduziblen 
Kurven vierter Ordnung schneiden, für die die Ebene selbst Wende- 
ebene ist. Die Ebene liegt vereinigt mit der Tangente einer quadrati- 
schen Oskulante. Durch jede solche Tangente gehen oc! dieser vier- 
punktig berührenden Ebenen, ihre Konstantenzahl ist also 3. 

5. Das ausgeartete Kurvenbüschel besteht aus oo! Geraden- 
paaren, die durch einen festen Punkt gehen und die Polare dieses 
Punktes in bezug auf den Grundkegelschnitt als feste Gerade ent- 
halten. Wir haben in diesem Fall die Projektion einer Ebene erster 
Art des R, vor uns, diese Bezeichnung soll beibehalten werden. Die 
Ebene erster Art des R, enthält außer dem Kegelschnitt noch einen 
weiteren Punkt der Fläche, den wir als Pol der Ebene erster Art be- 
zeichnen wollen. Die Konstantenzahl ist 2. 

6. Das ausgeartete Kurvenbüschel besteht aus den Geraden- 
paaren der Involution eines Strahlenbüschels, deren Doppelelemente 
die vom Scheitel des Büschels ausgehenden Tangenten des Grund- 
kegelschnitts sind: Der Scheitel des entsprechenden R,-Büschels ist 
die schon erwähnte Tangentialebene, die Projektion einer Ebene zweiter 
Art des R,; ihre Konstantenzahl ist 2. 

7. Rückt unter 5. der Pol auf die Polare, die also Tangente des 
Grundkegelschnitts wird und fallen unter 6. die Doppelelemente der 
Involution zusammen, so erhalten wir gleiche ausgeartete Kegelschnitt- 
büschel: die Ebene im R, ist also Ebene erster Art und Tangential- 
ebene zugleich; sie ist Schmiegungsebene der Normalkurve, und ihre 
Konstantenzahl ist 1. 

Eine Gerade schneidet die Jacobische Fläche im Allgemeinen 
nicht, im besonderen Fall trifft sie die Fläche in ein, zwei oder drei 
Punkten. Nur der letzte Typus, der der trisekanten Geraden, ist für 
uns von besonderem Interesse. Einer solchen trisekanten Geraden 
ist ein Poldreieck des Grundkegelschnitts eindeutig umkehrbar zu- 
geordnet, es gibt ihrer also 00°, und zwar gehen durch jeden Punkt 
der Fläche &!, die ein Büschel bilden und der Ebene erster Art ange- 
hören, für die der betreffende Punkt Pol ist. Zwei Ebenen erster Art 
schneiden sich i. A. in einem Punkt der Fläche, im besonderen in einer 
trisekanten Geraden, in diesem Fall bestimmen sie einen Tangential- 
raum. Durch eine trisekante Gerade gehen drei Ebenen erster Art, 
für die die drei Schnittpunkte Pole sind. Koinzidieren zwei oder drei 
Schnittpunkte, so auch die entsprechenden Ebenen. Das Büschel 
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der trisekanten Geraden in einer Schmiegungsebene ist identisch mit 
dem Strahlenbüschel durch den zugehörigen Punkt der Normalkurve. 

Einem Punkt a. L. ist in der Bildebene ein Tangenten- 
quadrupel von vier getrennten Tangenten zugeordnet. Den mit ihm 
incidenten linearen Räumen entsprechen in der Bildebene Systeme 
von Ordnungskurven, die zu dem durch das Vierseit des Tangenten- 
quadrupels bestimmten Kegelschnittbüschel konjugiert sind. Es 
gehen also durch einen Punkt a. L. 00° Tangentialräume, 4 Schmie- 
gungsräume, 6 Tangentialebenen, 3 Ebenen erster Art und eine trise- 
kante Gerade. Die Berührungspunkte der vier Schmiegungsräume 
bestimmen die zum Punkt gehörige Invariante; sie liegen in 
einem R,, der dem Punkt eindeutig umkehrbar zugeordnet ist. 
Koinzidieren zwei Schmiegungsräume, so erhalten wir das spezielle 
Doppelverhältnis 1 [außerdem O0 und oo]. Die zugehörige dreidi- 
mensionale Punktmannigfaltigkeit ist die Mannigfaltigkeit der Schmie- 
gungsebenen, die wir als den Diskriminantenraum der Normalkurve 
bezeichnen. Auf dem Diskriminantenraum liegt die Jacobische Fläche 
als der Ort seiner Doppelpunkte, für diese koinzidieren auch noch die 
beiden andern Schmiegungsräume. Fallen drei Schmiegungsräume 
zusammen, so wird das Doppelverhältnis unbestimmt; dieses tritt 
einfür alle Punkte der Tangentenfläche der Normalkurve; diese ist 
also Basisfläche des Büschels der 00! durch ein konstantes Doppel- 
verhältnis bestimmten Punktmannigfaltigkeiten. 

Wir erhalten noch einen weiteren Einblick in die geometrischen 
Verhältnisse unsrer Gruppe, wenn wir die Resultate des ersten Ka- 
pitels benutzen. Es gehören offenbar zur Gruppe die Projektionen 
der drei-, zwei- und eindimensionalen Mannigfaltigkeiten, die mit 
dem Projektionszentrum im R, invariant verbunden sind. Dieser 
Punkt besitzt eine lineare und eine quadratische Polare bezüglich 
der L,?. Der Schnitt der linearen Polaren mit der F,? wird projiziert 
in die schon betrachtete rationale Normalkurve vierter Ordnung. 
Der Schnitt der linearen Polaren mit der L,? wird projiziertin einen 
kubischen Punktraum, den wir entsprechend mit M,? bezeichnen 
wollen. Die M,? wird von den Sehnen der Normalkurve beschrieben, 
ihren Punkten sind zugeordnet die Tangentenquadrupel, die durch 
die 00? zum Grundkegelschnitt konjugierten Punktepaare bestimmt 
sind; die M,? ist also charakterisiert als die Mannigfaltigkeit, deren 
Punkten harmonische Quadrupel zugeordnet sind, und steht mithin in 
unserer Gruppe der Mannigfaltigkeit der Tangentialräume der Jacobi- 
schen Fläche korrelativ gegenüber. Die lineare Polare schneidet die 
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quadratische Polare in einer dreidimensionalen Punktmannigfaltigkeit 
zweiter Ordnung, deren Projektion mit M,? bezeichnet sei. Die den 
Punkten dieses quadratischen Punktraums zugeordneten Tangenten- 
quadrupel bestehen aus den vier gemeinsamen Tangenten des Grund- 
kegelschnitts und je eines der 00°? Kegelschnitte, die zum Grundkegel- 
schnitt sowohl als Klassenkurven wie auch als Ordnungskurven kon- 
jugiert sind, d.h. den Punkten der M,? sind äquianharmonische Qua- 
drupel zugeordnet. Die Projektion des Schnittes der quadratischen 
Polaren mit der L,? ist ein Punktraum sechster Ordnung M,®; die 
seinen Punkten zugecerdneten Tangentenquadrupel werden bestimmt 
durch je ein Punktepaar, das auf einer Tangente des Grundkegelschnitts 
liegt. Die M,$® ist also der schon betrachtete Diskriminantenraum 
der Normalkurve. Lineare Polare, quadratische Polare und L,? schnei- 
den sich in einer Fläche sechster Ordnung, deren Projektion die Tan- 
sentenfläche F,‘ der Normalkurve ist. M,%, M,? und M,? sind also 
die drei speziellen unter den, durch ein konstantes Doppelverhältnis 
bestimmten, Punktmannigfaltigkeiten; diese &! Punkträume stellen 
mit den beiden ihnen allen gemeinsamen Punktmannigfaltigkeiten 
der Tangentenfläche und der Normalkurve und der Jacobischen 
Fläche, die auf der M,$ liegt, die einzigen invarianten Punktkörper 
unsrer Gruppe dar. 

Die Darstellung, die wir in diesem ersten $ ohne jegliches ana- 
lytische Hilfsmittel, lediglich auf Grund der Ergebnisse des ersten 
Kapitels und an der Hand des ebenen Bildes gewannen, wird in den 
letzten $$ dieses Kapitels nach Einführung neuer symbolischer Formen 
noch erweitert und vervollständigt werden. 
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Je nachdem das Projektionszentrum ein äußerer oder ein innerer 
Punkt des R, ist, d. h. je nachdem seine Bildkurve, der Grundkegel- 
schnitt, einen reellen Zug hat oder nicht, erhalten wir die Jacobische 
Fläche einer rationalen Normalkurve vierter Ordnung mit reellem Zug 
oder ohne reellen Zug. Die erste Fläche sei mit F,, die andere mit 
F; bezeichnet. Es gibt 00° reelle R,, die die Fläche F, in Kurven 
vierter Ordnung ohne reellen Zug schneiden, d. h. würden wir das 
uneigentliche Gebiet mit in unsre Betrachtung ziehen, so ließe sich 


nötigenfalls eine projektive Transformation des R, angeben, die die 
Fläche F, in eine ganz im Endlichen gelegene Fläche überführte; 
das ist für die Fläche F; nicht möglich, sie wird von jedem reellen 
R, in ihrem reellen Punktkontinuum getroffen. Im ersten Fall 
zerfällt das reelle Punktkontinuum des R, in drei: Kontinua A, 
B und ©. Zu A rechnen wir die Punkte A, von denen vier reelle, 
zu B die Punkte B, von denen zwei reelle und zwei konjugiert- 
imaginäre, zu © die Punkte f, von denen zwei Paar konjugiert- 
imaginäre Schmiegungsräume an die Normalkurve gehen. Nach dem 
ebenen Bild ergeben sich nun folgende Tatsachen: Die Normalkurve 
teilt ihre Jacobische Fläche in zwei Kontinua 1 und 2; den Punkten 
des Kontinuums 1 sind zwei reelle, den Punkten des Kontinuums 2 
zwei konjugiert-imaginäre Schmiegungsebenen zugeordnet. 1 trennt 
auf dem Diskriminantenraum ein Kontinuum I von einem Kontinuum 
II, die so charakterisiert sind: Außer dem doppelt zu zählenden 
reellen Schmiegungsraum, der durch die einzige mit dem Punkt des 
Diskriminantenraums incidente Schmiegungsebene bestimmt ist, 
gehen von einem Punkt des Kontinuums I zwei reelle, von einem Punkt 
des Kontinuums II zwei konjugiert-imaginäre Schmiegungsräume 
der Normalkurve aus. Der Diskriminantenraum zerlegt nun den R, 
derart, daß A von I und 1, C von II und 1 begrenzt wird, wobei 
die Normalkurve selbst zu 1 zu rechnen ist. Längs 1 grenzen alle 
drei Kontinua A, B und C© aneinander, 2 ist von C und der Normal- 
kurve begrenzt. Jeder Weg, der im Reellen von einem Punkt A zu 
einem Punkt [' führt, ohne Punkte des Kontinuums 1 zu enthalten, 
geht notwendigerweise durch die Kontinua I, B und II. C vermehrt 
um das Punktkontinuum der Jacobischen Fläche stellt die Gesamt- 
heit der inneren Punkte dar: Jeder reelle R,, der mindestens einen 
inneren Punkt enthält, trifft die Jacobische Fläche in ihrem reellen 
Kontinuum. Von Punkten A und F! gehen trisekante Geraden aus, 
die die Fläche in drei reellen Punkten und zwar zwei Punkten des 
Kontinuums 1 und einem Punkt des Kontinuums 2 schneiden und 
die im übrigen A und C angehören. Ein Punkt B ist incident mit 
einer trisekanten Geraden, die nur in einem reellen Punkt und zwar in 
einem Punkt des Kontinuums 1 und in zwei konjugiert-imaginären 
Punkten schneidet und sonst ganz in B liegt. Zu jedem reellen Punkt 
gehört also eine reelle trisekante Gerade; ferner gehören zu Punkten 
A und F' drei reelle, zu Punkten B eine reelle und zwei konjugiert- 
imaginäre Ebenen erster Art, zu Punkten A sechs reelle, zu Punkten B 
und zwei reelle und zwei Paar konjugiert-imaginäre Tangentialebenen. 


Liest nun der zweite Fall vor, haben wir es also mit der Fläche 
F, zu tun, so besitzt die Tangentenfläche überhaupt keine reellen 
Punkte, der Diskriminantenraum hat nur ein zweidimensionales reelles 
Punktkontinuum, die Fläche F,. Jedem reellen Punkt des R, ist in 
der Bildebene ein Geradenquadrupel zugeordnet, das aus zwei Paaren 
von konjugiert-imaginären Geraden besteht, die für einen Punkt der 
Jacobischen Fläche zusammenfallen, für jeden andern Punkt liegen 
die vier Geraden getrennt. Das reelle Punktkontinuum des R, zerfällt 
also in diesem Fall nicht. Jeder reelle Punkt, der nicht auf F,; liegt, 
ist incident mit einer reellen trisekanten Geraden, die F; in drei reellen 
Punkten schneidet, mit drei reellen Ebenen erster Art, zwei reellen 
und zwei Paar konjugiert-imaginären Tangentialebenen. 

Für die analytische Darstellung dieser und der im nächsten $ zu 
behandelnden Flächen benutzen wir die in $ 5 des ersten Kapitels an- 
gegebenen Symbolwerte. Im folgenden sollen &;* und U,* Koordinaten 
des R,, &, und U; Koordinaten des R, bedeuten. Eine gleichzeitige 
Darstellung beider Flächen F, und F,; erhalten wir bei Projektion 
aus dem Punkt des R,: U,*+U,*— ell,* = 0 und zwar fürre=-+]1 
die Darstellung der Fläche F,, für e=—-l die der Fläche F,.. Zum 
Bildraum wählen wir den R,: X;* =0. Es ist dann 

Kı = X? +EX, 
K=XP?+EeX, 
K; = v2 X,X, 
K, = v2 X,X, 
X; 7 y2XıX, 
die Parameterdarstellung unsrer Jacobischen Fläche. Die Glei- 
chung des Grundkegelschnitts ist: X, + X2—EeX,?=0, diese 
wird identisch befriedigt durch die für <e = + 1 reelle Substitution: 
X, = 2t1t, R, =t?—t, X, = Jelt)?+ 022). Wir erhalten also 
folgende Parameterdarstellung der Normalkurve: 
Kı = tt + 6 +? 
K, —=2 (t,° + t3}) 
K, = ve Y2ltı?— t3') 
K, = yey2 (28%; + 2,65?) 
X; =. y2 (2 t,°6, — 2 tt?) 

Parameterdarstellungen der Tangentenfläche und des Diskrimi- 
nantenraums ergeben sich durch Anwendung des Polarisationspro- 
zesses auf diese letzte Darstellung. Schließlich erhalten wir noch die 
Gleichungen für die M,? und die M,? wie folgt: 

M}: 2274289 — 28,8, — 3ER} — ER? I3R2=0, 
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Die} &ı 4X —-68%2+ 18EeX2—9eX2 + 9%) 
R,(AR2—6%24+18eX2 —9ef2 + 9%) 
EDER 0 
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Spezielle Lage des Projektionszentrums: Zwei 
Ausartungen der projizierten Fläche. 


Es sei das Projektionszentrum ein Punkt der L,?, der nicht auf 
der Normalfläche liegt. Es geht dann die achtgliedrige projektive 
Gruppe des R, über in eine viergliedrige projektive Gruppe des R,, 
die transitiv ist. Diese Gruppe ist gleich zusammengesetzt mit der 
ebenen projektiven Gruppe, die ein Punktepaar in sich überführt. 
Die Normalfläche wird projiziert in eine Fläche vierter Ordnung, 
die wir mit ® bezeichnen und nun an der Hand des ebenen Bildes 
beschreiben wollen. 

® besitzt eine Doppelgerade mit zwei Verzweigungspunkten. 
Diese Doppelgerade ist als Projektion der zum Projektionszentrum 
gehörigen Ebene erster Art auf L,? abgebildet auf die Verbindungs- 
gerade des dem Projektionszentrum entsprechenden Punktepaares 
und zwar derart, daß je zwei Punkten in der Bildebene, die zu diesem 
Punktepaar konjugiert sind, nur ein Punkt auf der Doppelgeraden 
entspricht. Der Schnitt eines R, mit der Fläche ist abgebildet auf 
eine Ordnungskurve, die zum Punktepaar konjugiert ist; d.h. ein 
R,, dem ein irreduzibler Kegelschnitt entspricht, schneidet die Fläche 
in einer ausgearteten Kurve vierter Ordnung mit Doppelpunkt, dieser 
wird zur Spitze für alle R,, die durch einen Verzweigungspunkt gehen. 
Die Tangentialebene in einem Punkt der Fläche bestimmt ein Bü- 
schel von Tangentialräumen; die Schnittfigur eines dieser R, mit 
der Fläche ist ein Kegelschnittpaar, das sich im Berührungspunkt 
und auf der Doppelgeraden trifft; beide Kegelschnitte fallen zusammen 
für die beiden die Tangentialebene mit einem Verzweigungspunkt 
verbindenden R,; diese ausgezeichneten Tangentialräume, deren es 
2. oo! gibt, berühren die Fläche längs Kegelschnitten, die wir eben- 
falls als ausgezeichnete Kegelschnitte auf der Fläche bezeichnen wol- 
len. Zu einem Punkt der Doppelgeraden gehören zwei Tangential- 
ebenen; die mit einer solchen Tangentialebene vereinigt liegenden 
R, schneiden die Fläche in der Doppelgeraden und einem Kegelschnitt; 
die beiden ausgezeichneten Tangentialräume des Büschels vereinigen 
sich hier zu einem R,, der allen Punkten der Doppelgeraden als Tan- 


gentialraum angehört und die Fläche längs der Doppelgeraden berührt. 
Die Tangentialebenen in den Punkten der Doppelgeraden liegen also 
alle mit diesem R, vereinigt und bilden ein Büschel, dessen Scheitel 
die Doppelgerade ist. Dieser R, ist Projektion der linearen Polaren 
des Projektionszentrums in bezug auf die L,?, wir bezeichnen ihn 
mit P. Die mit dem Projektionszentrum incidenten Ebenen zweiter 
Art auf L,? werden projiziert in zwei ausgezeichnete Tangenten der 
Fläche, die je einem Verzweigungspunkt angehören und die Fläche 
vierpunktig berühren; sie bestimmen zusammen mit der Doppelge- 
raden je eine ausgezeichnete Tangentialebene, die Doppelelemente 
der Involution sind, die durch die Tangentialebenenpaare in den 
Punkten der Doppelgeraden bestimmt wird. Zu jedem Verzweigungs- 
punkt gehören außerdem oo! Tangentialebenen, die mit der ausge- 
zeichneten Tangente vereinigt liegen und die ausgezeichneten Kegel- 
schnitte der Fläche enthalten. Die 00° Ebenen durch die Doppelge- 
rade schneiden die Fläche noch in einem weiteren Punkt, der für eine 
Tangentialebene auf die Doppelgerade rückt und mit dem Berüh- 
rungspunkt der Ebene zusammenfällt. Die Fläche durchsetzt sich 
längs der Doppelgeraden und besitzt außer den Punkten dieser Ge- 
raden keine singulären Punkte. Betrachten wir die Fläche ® als Aus- 
artung der Jacobischen Fläche einer rationalen Normalkurve vierter 
Ordnung, so erscheint die Doppelgerade als Ausartung der Normal- 
kurve; ihre Schmiegungsräume gehen über in die ausgezeichneten, 
Tangentialräume, ihre quadratischen Oskulanten in die ausgezeich- 
neten Kegelschnitte, die trisekanten Geraden der Diskriminanten- 
fläche in die 00° Geraden, die ® aus den Punkten der Doppelgeraden 
projizieren. Die Konstantenzahl der Kurven gleicher Ordnung und 
gleichen Geschlechts ist auf beiden Flächen dieselbe. Die Mannig- 
faltigkeiten M,’ und M,? fallen mit dem R, P, die Tangentenfläche 
fällt mit den beiden ausgezeichneten Tangentialebenen, deren jede 
doppelt zu zählen ist, zusammen. Die der M,® entsprechende Mannig- 
faltigkeit, die wir hier mit M bezeichnen wollen, ist Projektion einer 
dreidimensionalen Mannigfaltigkeit sechster Ordnung des R,, die 
im Projektionszentrum einen Doppelpunkt hat: es stimmen nämlich 
im R, die linearen Polaren des Projektionszentrums in bezug auf seine 
quadratische Polare und in bezug auf die L,? überein. M ist also von 
der vierten Ordnung und wird beschrieben von den 2.001 Ebenen, 
die durch die ausgezeichneten Kegelschnitte bestimmt sind. [Zu 
diesen Ebenen sind auch die beiden ausgezeichneten Tangentialebenen 
in den Verzweigungspunkten zu rechnen.] Die Mannigfaltigkeiten. 
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M und © bestimmen sich gegenseitig eindeutig und haben die Kon- 
stantenzahl 20. 

Wir erhalten zwei verschiedene Typen der Fläche, je nachdem 
aus einem Punkt des Kontinuums I oder aus einem Punkt des Kon- 
tinuums II der L,? projiziert wird und zwar im ersten Fall eine Fläche 
®,, die auf der reellen Doppelgeraden zwei reelle, im zweiten Fall 
eine Fläche ®,, die auf der reellen Doppelgeraden zwei konjugiert- 
imaginäre Verzweigungspunkte hat. ®;, wird von jedem reellen R, 
in einer Kurve vierter Ordnung mit reellem Zug geschnitten, während 
es stets 00? reelle R, gibt, die die ®, nicht in einer solchen Kurve 
schneiden. Die entsprechende Mannigfaltigkeit M, hat ein dreidimen- 
sionales, M; jedoch nur ein zweidimensionales reelles Punktkontinuum. 
Im zweiten Fall kann das reelle Punktkontinuum des R, nicht zer- 
lest sein, da es außer dem R, P keine invariante Mannigfaltigkeit der 
Gruppe gibt, die ein dreidimensionales reelles Punktkontinuum be- 
sitzt. Im ersten Fall dagegen zerfällt das reelle Punktkontinuum 
des R, in drei Kontinua A’, B und ©’, die wir nun charakterisieren 
wollen. Jedem Punkt des R,, sofern er weder der Mannigfaltigkeit 
M,noch dem Raum P, angehört, sind inder Bildebene eineindeutig 
zugeordnet zwei Paare von Geraden, die sich in je einem Verzwei- 
gungspunkt schneiden. Sind beide Geradenpaare reell, so ordnen wir 
ihnen im R, Punkte A’ des Kontinuums A’ zu, ist eines reell und 
eines konjugiert-imaginär, so Punkte B’ des Kontinuums B’, sind 
schließlich beide konjugiert-imaginär, so Punkte ” des Kontinuums Ü. 
Für einen Punkt des R, P, vereinigen sich zwei Geraden der beiden 
reellen Geradenpaare in der Bildgeraden der Doppelgeraden unsrer 
Fläche ®,, auf dieser Bildgeraden ist außerdem ein Punkt ausge- 
zeichnet, der der Tangentialebene, die den gegebenen Punkt mit der 
Doppelgeraden verbindet, als Bild ihres Berührungspunktes entspricht. 
Das Punktkontinuum der ®, zerfällt nicht, es trennt aber ein Konti- 
nuum I’ von einem Kontinuum IV’ auf der M,: Außer dem, durch die 
Kegelschnittebene bestimmten, doppelt zu zählenden ausgezeichneten 
Tangentialraum durch einen Verzweigungspunkt der Doppelgeraden 
schicken die Punkte des Kontinuums T zwei reelle ausgezeichnete 
Tangentialräume durch den andern Verzweigungspunkt, den Punkten 
des Kontinuums Il’ sind zwei konjugiert-imaginäre solcher R, zuge- 
ordnet. Es erhellt aus diesen Tatsachen: Die drei Kontinua A’, P 
und C’ grenzen längs ®, aneinander, A’ ist außerdem von T’, C’ von IV’ 
eingeschlossen. Das Kontinuum des R, P, ist von A’ und der Doppel- 
geraden der Fläche ®, begrenzt. 
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Eine gleichzeitige Darstellung beider Flächen ®, und ®, erhalten 
wir bei Projektion aus dem Punkt: U,*— elU,* = 0, dabei ste = + 1 


für ®,e=— 1 für ®,. Bildraum sei %,* = 0. Es ist dam 
&ı =XrteX, 
&= X,’ 
X = yaX,X, 
Kı = V2X,;X, 
K, = y2 XıX, 


die Parameterdarstellung der Fläche ® und 
4 Kı& (KıX2 ef? — X) + (Kr —- ein) 
ED E Kos (V2RsKı — KK) = 0 
die Gleichung des biquadratischen Punktraums M. 

Der R,P ist £,=0. 

Die Doppelgerade verbindet die Punkte U, = 0 ungzle 

Die beiden Verzweigungspunkte sind: 

a) yalıtyl,;=0 b) PU, — yel;,=0. 
Die entsprechenden ausgezeichneten Tangenten verbinden sie mit 
den Punkten: | 
au, EN = yell, —=0 b) Mgs=H yell, =.(, 
Die entsprechenden ausgezeichneten Tangentialebenen werden aus 
P ausgeschnitten von den beiden R;: 
er —yek+ 0. 

Die zweite Ausartung kommt zustande, wenn das Projektions- 
zentrum ein Punkt der Normalfläche ist. Die zur Projektion gehörige 
Gruppe ist sechsgliedrig und transitiv. Die Normalfläche geht über in 
eine Regelfläche dritter Ordnung von der Konstantenzahl 18; sieist die 
Normalregelfläche dritter Ordnung des R,, als deren Projektion die 
beiden Regelflächen dritter Ordnung des R, anzusehen sind. Die 
Fläche besitzt eine Leitlinie, diese ist die Projektion der zum Projek- 
tionszentrum gehörigen Tangentialebene der Normalfläche im R,. 
Die Punkte dieser Leitlinie haben in der Bildebene nur ein und den- 
selben Punkt zum Bilde. Die Normalregelfläche dritter Ordnung ist 
also nicht mehr Trägerin eines ternären Gebietes. Die 00! Erzeugenden 
der Fläche sind die Projektionen der oo! mit dem Projektionszentrum 
ineidenten Ebenen erster Art auf L,3, sie sind abgebildet auf das Strah- 
lenbüschel durch den Bildpunkt der Leitlinie. Alle ebenen Kurven 
net Ordnung, die mfach durch diesen Bildpunkt hindurchgehen, 
sind Bilder von Kurven (2n—m)® Ordnung auf der Fläche, die von 
der Leitlinie in m Punkten getroffen werden. Die Normalregelfläche 
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dritter Ordnung ist also die erste Projektion der Normalfläche vierter 
Ordnung im R,, die auch Kurven ungerader Ordnung aufweist, und 
zwar liegen auf ihr Kurven jeder Ordnung. Den R, des R, sind ein- 
deutig umkehrbar zugeordnet die Kegelschnitte, die durch den Bild- 
punkt der Leitlinie gehen. Ein R,, dem in der Bildebene ein irreduzibler 
Kegelschnitt entspricht, schneidet also die Fläche in einer rationalen 
Normalkurve dritter Ordnung. Zu jedem Punkt der Fläche, der nicht 
auf der Leitlinie liegt, gehören 001 Tangentialräume, die die Fläche 
außer in der Erzeugenden noch in einem Kegelschnitt durch diesen 
Punkt schneiden. Die R, des durch die Leitlinie bestimmten Bündels 
schneiden die Fläche außer in der Leitlinie nochin zwei Erzeugenden, 
oo! ausgezeichnete unter ihnen berühren sie längs einer Erzeugenden. 
Die Tangentialebenen in den Punkten einer Erzeugenden bilden ein 
Büschel, dessen Scheitel die Erzeugende ist; das Büschel liegt in dem 
durch die Erzeugende bestimmten auszgezeichneten Tangentialraum. 
Durch die Leitlinie gehen 001 ausgezeichnete Tangentialebenen, diese 
verbinden die Leitlinie mit je einer Erzeugenden; alle andern Ebenen 
des durch die Leitlinie bestimmten Bündels von Ebenen sind auch 
als Tangentialebenen anzusehen, sie schneiden die Fläche außer in 
der Leitlinie in keinem weiteren Punkt. 

Fassen wir unsre Fläche auf als Ausartung der Jacobischen 
Fläche einer rationalen Normalkurve vierter Ordnung, so erscheint 
die Leitlinie als Ausartung der Normalkurve, die Schmiegungsräume 
gehen über in die ausgezeichneten Tangentialräume, die Schmiegungs- 
ebenen in die ausgezeichneten Tangentialebenen, die quadratischen 
Öskulanten in die Erzeugenden. Die lineare Polare des Projektions- 
zentrums in bezug auf die L,?ist unbestimmt, also gibt es hier keine 
bestimmten Mannigfaltigkeiten, die den Mannigfaltigkeiten M,? und M,? 
analog wären. Die der M,$ entsprechende Manniesfaltigkeit fällt mit 
der Fläche zusammen. Es tritt aber jetzt eine neue zur Gruppe ge- 
hörige invariante Mannigfaltiekeit auf, es ist die Projektion der qua- 
dratischen Polaren des Projektionszentrums in bezug auf die L,?, 
die wir mit Q@ bezeichnen wollen. Die quadratische Polare besteht 
nach $ 4, Kapitel I aus den oo! R,, die die Tangentialebenen der Nor- 
malfläche im Projektionszentrum mit den zugehörigen Ebenen erster 
Art auf L,? verbinden, die also bei der Projektion übergehen in die 
oo! mit der Leitlinie vereinigt liegenden ausgezeichneten Tangential- 
ebenen unsrer Normalregelfläche. Qist also eine eindimensionale qua- 
dratische Ebenenmannigfaltigkeit, auf der die Normalregelfläche liegt. 
Jedem nicht zu Q gehörigen Punkt ist in der Bildebene eindeutig um- 
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kehrhar zugeordnet ein Paar von Geraden durch den Bildpunkt der 
Leitlinie, auf denen je ein Punkt ausgezeichnet ist; durch jeden solchen 
Punkt gehen zwei Tangentialebenen unsrer Fläche, die nicht zu Punkten 
der Leitlinie gehören; der quadratische Punktraum @ teilt das reelle 
Punktkontinuum des R, in zwei Kontinua, die dadurch charakterisiert 
sind, daß von den Punkten des einen zwei reelle, von den Punkten 
des andern zwei konjugiert-imaginäre Tangentialebenen ausgehen. 

Für die analytische Darstellung wählen wir als Projektionszentrum 
im R, den Punkt U,* =0 und projizieren in denR, %,*=0. Die 
Parameterdarstellung der Normalregelfläche dritter Ordnung ist dann: 


& —=X, 
X; = X,’ 
K, = V2X:X, 
X, = V2XsX, 
K, = v2 X,X5 


Die Gleichung der Mannigfaltigkeit Q ist: 
2 A 

In der Darstellung der Normalregelfläche ist die Leitlinie, die die 
Punkte U; = 0 und U, = 0 verbindet, nicht enthalten, sie wird un- 
bestimmt für die Parameterwerte X, :X,:%X,=1:0:0; der ent- 
sprechende Punkt in der Bildebene ist der Bildpunkt der Leitlinie. 
Eine Darstellung der Fläche ohne Ausschluß der Leitlinie erhält man 
durch die Gleichung des Bündels der dreidimensionalen quadratischen 
Punktmannigfaltigkeiten, als deren partieller Schnitt die Fläche er- 
scheint. Es ist dies das Bündel: 

A (2 KR age Re an HM (y2 Rokı X;X;) Ta (y2 Kol K;X,) =(. 

Man übersieht leicht, daß die Fläche nicht auf weiteren quadra- 

tischen Punktmannigfaltigkeiten liegt. 


S 4. 
Uebergang vom ternären zum binären Gebiet. 
Abbildung des R, auf das quinäre Gebiet der 
binären biquadratischen Formen. 


Die in $ 1 dieses Kapitels betrachtete dreigliedrige projektive 
Gruppe des R, ist, wie wir dort sahen, gleich zusammengesetzt mit 
der Gruppe in der Ebene, die einen Kegelschnitt in Ruhe läßt. Nun 
ist diese letztere Gruppe und somit auch jene im R, gleich zusammen- 
gesetzt mit der allgemeinen projektiven Gruppe des binären Gebietes. 
Es ist also anzunehmen, daß wir uns durch einen geeigneten Ueber- 
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gang vom ternären zum binären Gebiet eine besonders einfache sym- 
bolische Darstellung der invarianten Mannigfaltigkeiten unsrer projek- 
tiven Gruppe im R, werden verschaffen können. Diesen Uebergang 
vermittelt nun die Form: ?) 

() | (UM) (t)8. 

In (1) bedeuten die großen griechischen Buchstaben ternäre, 
die kleinen griechischen Buchstaben binäre Symbole, erst beide Sym- 
bole vereinigt haben wirkliche Bedeutung. Einerseits ist (1), gleich 
Null gesetzt, die Parameterdarstellung einer Kurve zweiter Ord- 
nung, die wir als den Grundkegelschnitt bezeichnen wollen, andrer- 
reits wird durch (1) eine ein-eindeutige Zuordnung zwischen den Ge- 
raden der Ebene und den binären quadratischen Formen festgelegt, 
dabei sind die Schnittpunkte einer Geraden mit dem Grundkegel- 
schnitt die Nullpunkte der zugehörigen quadratischen Form. Sollen 
linear unabhängigen Geraden ebensolche Formen entsprechen, so 
darf die einzige Invariante der Form (1): 

(2) | J = $ (M,M,M,) (kl) (Milz) (Hola) 

nicht verschwinden, der Grundkegelschnitt ist dann irreduzibel. Es 
muß sich nun eine zu (1) dualistische Form 

(3) (NX) (v0)? 

finden lassen, die eine Parameterdarstellung des Grundkegelschnitts 
als Klassenkurve liefert und gleichzeitig Punkte der Ebene und binäre 
quadratische Formen einander eindeutig zuordnet. (3) wird eine Ko- 
variante von (1) sein. Wir finden diese Form auf einfache Weise: 
die Sehne, die die Punkte der Kurve (UM) (ks)”? = 0 und 
(UM) (ut)? = 0 verbindet, ist durch die Gleichung: 

(4) 4, (M,M;X) ((Kık.) (E18) (Rat) — 3 (Hilo)? (8 t) } =0 
bestimmt; lassen wir nun in (4) s=t werden, so erhalten wir für 
variables t die Parameterdarstellung des Grundkegelschnitts als Klas- 
senkurve, also die gewünschte Form: 


(3a (NX) (vE)? =}, (MıM;X) (Bike) (Pit) (Bob). 
Punkt und Gerade, die derselben quadratischen Form entsprechen, 
sind Pol und Polare in bezug auf den Kegelschnitt. Sind zwei qua- 
dratische Formen konjugiert, so sind die entsprechenden Elemente 
incident und umgekehrt. Diese Tatsache findet ihre Bestätigung in 
den beiden folgenden Identitäten: 
(5) (UM) (NX) (ve)? = (UX)- J 
(NM) (v5)? (Rt)? = (st)? - J. 

1) Vergl. Study, Leipz. Ber. 1901: S. 383. 
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Polarisieren wir die Grundform (1), so ist 

(6) | (UM) (ps) (pt) — 0 

Parameterdarstellung sämtlicher Punkte der Ebene; für festes s und t 
erhält man den Schnittpunkt der beiden Tangenten der Grundkurve 
in den Punkten (UM) (rs)? =0 und (UM) (pt)? = 0; umgekehrt 
können wir sofort durch (5) verifizieren, daß diesem Schnittpunkt 
durch (3) dieselben Punkte als Nullpunkte seiner quadratischen Form 
zugeordnet sind. 

Führen wir nun (6) in unsre ursprüngliche Form (UM) (MX)? 
ein, wo die großen deutschen Buchstaben aber jetzt quinäre Sym- 
bole sind, so erhalten wir die gesuchte Beziehung zwischen unsrer 
Gruppe im R, und der projektiven Gruppe des binären Gebietes 
durch die Form: (UM) (MM)? (ps)? (ut)?. Da nun die ternären 
Symbole überflüssig geworden sind, schreiben wir dieselbe Form so: 
(UM) (rs)? (pt)?. Diese Form ist nun offenbar eine Polarform, wir 
werden also ihre Grundform: 

I UM) (pb)* 
an die Spitze unsrer Betrachtung zu stellen haben. 

I liefert die Parameterdarstellung der rationalen Normalkurve 
vierter Ordnung. An dieser Stelle sei eine kurze allgemeine Bemer- 
kung über die rationalen Normalkurven eingeschaltet. 

Die rationalen Normalkurven stehen zu den rationalen Kurven 
in analoger Beziehung wie die rationalen Normalflächen zu den ein- 
deutig abbildbaren Flächen. !) Jede Kurve n!® Ordnung im R, 
die nicht in einem Raum von niedrigerer Dimensionenzahl liegt, ist 
eine rationale Normalkurve n!“ Ordnung, diese weist keinerlei 
Singularitäten auf und kann nicht als Projektion einer Kurve gleicher 
Ordnung aufgefaßt werden. Alle rationalen Kurven nf® und nie- 
drigerer Ordnung sind Projektionen von ihr. Die Theorie der ratio- 
nalen Kurve n'® Ordnungim R„_,, won > m-—-L ist, ist äquivalent der 
Theorie der symbolischen Form: 

UM) (b)N, 
wo M Symbole des Gebiets m Stufe, £ binäre Symbole be- 
deuten, und erst beide Symbole vereinigt wirkliche Bedeutung er- 
langen. Für die rationale Normalkurve st m=n- 1. In unserm 
Fall stn=4und m=5. 

Sehen wir in I U als gegeben an, so erhalten wir eine binäre bi- 
quadratische Form, deren Nullpunkte den Schnittpunkten des R, U 


1) Vgl. Veronese, Prinzip des Projizierens und Schneidens: Math. Annalen 19, 
S. 207 ff. und S. 225. 
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mit der Normalkurve entsprechen. Diese Beziehung zwischen den R, 
des R, und den binären biquadratischen Formen ist eindeutig umkehr- 
bar. Sollen linear unabhängigen R, ebensolche Formen entsprechen, 
so darf die einzige Invariante der Form I, die wir weiter unten auf- 
stellen werden, nicht verschwinden. Eine za I dualistische Form wird 
eine analoge Beziehung zwischen Punkten des R, und binären bi- 
quadratischen Formen herstellen, wir bezeichnen sie entsprechend so: 
II (NE) (vb)*. 
Wir erhalten diese Form, die eine Kovariante von I sein wird, 
auf folgende Weise: Vier linear unabhängige R, des R,: U, U, U; 
und U, schneiden sich in einem Punkt &, dessen Gleichung 
(UX) = (U,U,U,U,U) = O ist. Da nach Voraussetzung linear unabhän- 
gigen R, ebensolche biquadratische Formen entsprechen, so sind die den 
vier R, durch I zugeordneten Formen konjugiert zu einer einzigen 
biquadratischen Form und zwar zu der Form: 

UM) - (UM) (Hi)? (Hokta)® (Hit) (Hat) (Pat) (Rab). 
Führen wir in diese Form mit Hilfe der Gleichung des Punktes & 
dessen Koordinaten X; ein, so können wir setzen: 
II, (RK) (VE = 4, (MMEMZMIR) (Bikes)? (al)? (Fit) (Hot) (at) (Bat). 
Diese Form II, erfüllt die gewünschten Bedingungen: Es wird 
jetzt durch II jedem Punkt & eine biquadratische Form zugeordnet 
und zwar derart, daß linear unabhängigen Punkten ebensolche For- 
men entsprechen; denn die einzige zur Form II gehörige Invariante 
ist identisch mit der zu I gehörigen, diese Invariante: 
Ill F=ENM) (ve)? 
ist aber nach Voraussetzung von Null verschieden. Sind für festes U 
und & die entsprechenden Formen I und II konjugiert, so sind U 
und & incident. Entspricht also einem Punkt X die Form («t)*, so ist 
(UK) = (UM) (ko); ist einem R,U die Form (at)* zugeordnet, 
so ist (UX) = (NK) (va)* = 0 seine Gleichung; es ist dann (aa)? = 0, 
wenn U und & incident sind. Diese beiden Tatsachen finden in fol- 
genden Identitäten, die sich aus der Gordanschen Reihenentwicklung 
ergeben, ihren analytischen Ausdruck: 
IV (UM) (NK) vN= (UR) 3 

(NM) (vs)* (at)? = (st)t- 9. 

II ist, gleich Null gesetzt, die Parameterdarstellung einer eindimen- 
sionalen Mannigfaltigkeit vierter Ordnung von R,, die in unsrer Gruppe 
zur Normalkurve korrelativ ist. Es ist die Mannigfaltigkeit der oo! 
Schmiegungsräume der Normalkurve. Ist also in II X gegeben, so 
entsprechen die Nullpunkte der biquadratischen Form den Berüh- 
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rungspunkten der vier von X ausgehenden Schmiegungsräume der 
Normalkurve. 

Ueber die Beziehung zwischen R, und Punkt, die zur gleichen 
biquadratischen Form gehören, also in unsrer Gruppe zu einander 
korrelativ sind, werden wir im nächsten $ sprechen. Die Mannig- 
faltigkeit der binären biquadratischen Formen erscheint doppelt über- 
deckt, einmal ist sie bezogen auf das Punktkontinuum des R,, ein- 
mal auf das Kontinuum der R, im R,. Geometrisch können wir zwei 
Mannigfaltigkeiten unterscheiden, indem wir als binäres Gebiet den 
Grundkegelschnitt einführen und den Punkten des R, die Tangenten- 
quadrupel, den R, die Punktquadrupel des Grundkegelschnitts zu- 
ordnen. Auf diese Weise kommen wir wieder zu dem in $ I dieses 
Kapitels besprochenen ebenen Bild zurück. 
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Invarıante. Mannigfaltigkeiten derszursenE 
bildung gehörigen projektiven Gruppe.) 


Ist ein Punkt “ ei Y) gegeben, so ist die zugehörige biquadra- 
tische Form: (NA) (vt)%,  - nun wieder einen R, U, 
dessen Gleichung: ana (NY) (vivo)? = 0 ist, d.h. Punkt 
und R,, die derselben ee Form oe sind, sind 
zueinander polar in bezug auf einen quadratischen Punktraum der 
Gleichung: 

I, (NK) (NEK) (viva)? = 

Die Punkte dieser Mannigfaltiskeit haben die Eigenschaft, daß 
die Nullpunkte der ihnen zugeordneten -biquadratischen Formen 
äquianharmonisch liegen.?) I, ist also die Gleichung der in $ 1 
charakterisierten Mannigfaltigkeit M,’. Die M,? bestimmt ein zu 
unsrer Gruppe gehöriges Polarsystem, das jedem Punkt einen R,, 
jeder Geraden eine Ebene und umgekehrt, überhaupt die sich in 
unsrer Darstellung dualistisch gegenüberstehenden Mannigfaltigkeiten 
einander zuordnet. M,? entspricht sich in diesem Polarsystem selbst, 
in R,-Koordinaten ist die Gleichung der M,?. 

I, (UM) (UM) (Hıka)* —0. 


1) Die in $ 5 entwickelten Tatsachen finden sich größtenteils auch in der 
ausführlichen Abhandlung von Brusotti über die Normalkurve vierter Ordnung; 
Annali di mat. etc. Milano 1904. 

2) Wir verweisen hier und im folgenden auf Clebsch, Theorie der algebrai- 
schen binären Formen: $ 40—8$ 5l. 


Die M,? hängt als quadratischer Punktraum von 14 Konstanten 
ab. Das zugehörige Polarsystem ist invariant verbunden mit der 
projektiven Gruppe, die eine von 00° rationalen Normalkurven 
vierter Ordnung in sich überführt; diese Normalkurven liegen samt 
ihren Tangentenflächen auf der M,?, und eine von ihnen ist hier 
ausgezeichnet, woraus sich wieder die Konstantenzahl 21 ergibt. 

Gehen wir von einem Punkt X aus, suchen zu diesem die Polare in 
bezug auf I,, zu diesem R, wieder den Pol in bezug auf I,, so müssen 
wir zum Punkt & zurückkommen. Diese Tatsache findet ihre Be- 
stätigung in der Identität: 


ER (UM) (NIE) (NEM) (vivo)? (ik)? = (UK) - 
II ergibt sich ohne weiteres nach IV, $ 4. 

Nachdem dieses festgestellt ist, können wir zunächst einmal die 
geometrischen Verhältnisse studieren, wie sie sich lediglich aus der 
Betrachtung des Polarsystems der Grundform: (UM) (pt)? ergeben. 


Wir erhalten ‘folgende, den fünf Polarformen entsprechende 
Gleichungen: 


(1) (UM) (kt)? = 0 

(2) (UM) (pt)? (ps) = 0 
Il (3) (UM) (pt)? (ps)? = 

(4) (UM) (pt)? (ps) (pr) = 


(3) (UM) (pt) (Ps) (er) (ng) = 0. 


(5) ist eine Parameterdarstellung des Punktkontinuums des R,, für 
festes t,s,r und q erhalten wir den Schnittpunkt der vier Schmie- 
gungsräume in den durch (1) den einzelnen der vier Parameterwerte 
zugeordneten Punkten der Normalkurve; wir bezeichnen diesen Punkt 
der Kürze halber mit (tsrg). Ist t gegeben, so bestimmt (1) den 
Punkt (t?) der Kurve, (2) die Tangente, (4) die Schmiegungsebene, 
(5) den Schmiegungsraum der Kurve im Punkt (t*). Betrachtet man 
in (2) s als gegeben, so erhält man den Schnitt des Schmiegungsraumes 
in (s?) mit der Tangentenfläche der Kurve. Der Schmiegungsraum 
schneidet also die Tangentenfläche außer in der zum gleichen Berüh- 
rungspunkt gehörigen Tangente in einer Kurve dritter Ordnung, die 
eine rationale Normalkurve dritter Ordnung ist. Diese Kurve hat 
mit der Normalkurve vierter Ordnung Tangente und Schmiegungs- 
ebene in (st) gemein. Wir bezeichnen diese durch (2) gegebene 
Kurve als die kubische Oskulante der Normalkurve im Punkte (s?). 
Für variables s und t ist (2) die Parameterdarstellung der Tangenten- 
fläche, die also auch als Ort der kubischen Oskulanten der Normal- 
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kurve aufzufassen ist. Wollen wir verifizieren, daß diese Fläche, die 
wir in $ 1 mit F,$ bezeichneten, von der sechsten Ordnung ist, so 
verschaffen wir uns ihre Parameterstellung in Geradenkoordinaten. 
Zu diesem Zweck verbinden wir zwei Kurvenpunkte (s*) und (t®) 
durch eine Gerade, die Gleichung dieser Sehne ist: 


IN (MıMEK 1X 2X 5) { (WS)? (Wat) + (WaS)® (it)dN = 

1(kı$) (Hot) Fr (WS) (kit)! (Hilo) =. 
IV ist also für variables s und t Parameterdarstellung der Seh- 
nenmannigfaltigkeit. Setzen wir in IVs=t, so ist für variables t 
2% (MıMEK1K 2X 3) (Wıla) (R6)? (Wat)? — 0 
die gesuchte Parameterdarstellung der F,°; die Tangentenfläche 
ist also von der sechsten Ordnung. 

In (3) haben wir die Darstellung der Jacobischen Fläche vor uns, 
von der wir in diesem Kapitel ausgingen. Ihre Punkte sind derart 
auf die Punkte der Ebene abgebildet, daß dem Schnittpunkt zweier 
Schmiegungsebenen in (s?) und (t*) der Schnittpunkt der Tangenten 
des Grundkegelschnitts in (s?) und (t?) entspricht und umgekehrt. 
Durch (3) wird die Tatsache bestätigt, daß die Jacobische Fläche der 
Ort der Schnittpunkte der Schmiegungsebenen ist. Ist t gegeben, 
so ist (3) die Parameterdarstellung der in $ 1 charakterisierten, zum 
Punkt (t?) gehörigen, quadratischen Oskulante. 

Betrachtet man in (4) t und s als gegeben, so stellt (4) einerseits 
die Tangente der zu (t?) gehörigen quadratischen Oskulante im Punkt 
(t?s?), andrerseits die Tangente der zu (st) gehörigen kubischen Os- 
kulante im Punkt (t?s) dar. Diese beiden Geraden sind also identisch. 
Läßt man nun auch t variieren, so erhält man demnach die Tangenten- 
fläche der kubischen Oskulante in (s!), deren Erzeugende überein- 
stimmen mit den Tangenten aller quadratischen Oskulanten in ihrem 
Schnittpunkt mit der zu (s?) gehörigen quadratischen Oskulante; 
dieser selbst wird dabei die Tangente der Normalkurve in (s?) zuge- 
ordnet. Auch die Ordnung dieser Fläche soll festgestellt werden. 
Wir verbinden die Punkte (t?s) und (r?s), die Gleichung der Sehne ist: 


(MM EK 1X 2X 3)13 (Hılta) (Bit) (Rab) (Air) (Bar)— (Hatte)®(tr)2} (RS) (ka) 0. 
Setzen wir links t=r, so ist für festes s und variables t 
VI (DEMEK 1X 2X 5) (lo) (RS) (38) (it)’(kat)’ = 
die Parameterdarstellung der Tangentenfläche der kubischen Ös- 


kulante in (s?). Die Tangentenfläche einer kubischen Raumkurve 
ist also von der vierten Ordnung. Für variables s und t erhalten 
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wir durch V die Gesamtheit der Tangenten aller quadratischen 
Oskulanten; diese zweidimensionale Geradenmannigfaltigkeit erfüllt 
die Mannigfaltigkeit der Schmiegungsebenen, die wirin $ lals Dis- 
kriminantenraum und mit M,$ bezeichnet hatten. VI ist also als Para- 
meterdarstellung der M,® in Geradenkoordinaten aufzufassen, die 
M,® wird demnach von den Tangentenflächen der kubischen Osku- 
lanten unsrer Normalkurve beschrieben. Eine Parameterdarstellung 
derselben Mannigfaltigkeit in Punktkoordinaten vermittelt (4) für 
variables t,s und r. Wie die Schmiegungsebene der Tangente in unsrer 
Gruppe dualistisch gegenübersteht, so steht die M,$ als Ebenenmannig- 
faltigkeit dualistisch gegenüber der Tangentenfläche als Regelfläche. 
Die M.,$ ist also auch von der sechsten Ordnung und ihre Para- 
meterdarstellung in Ebenenkoordinaten ist dualistisch zur Parameter- 
darstellung der Tangentenfläche in Geradenkoordinaten, sie ist also 
nach V gegeben durch: i 
vu MNzU,U,U;) (v1V2) (vi6)? (ah)? = 

Betrachtet man in (4) s und r als gegeben, so hat man einen Kegel- 
schnitt vor sich, der die gemeinschaftliche quadratische Oskulante !) 
zweier kubischen Oskulanten ist, und zwar der zu (s?) gehörigen ku- 
bischen Oskulante im Punkt (r?s) und der zu (r*) gehörigen im Punkt 
(s?r). Andrerseits ist dieser Kegelschnitt anzusehen als Schnitt seiner 
Ebene mit der M,®, dem allerdings noch die beiden Tangenten der 
zu (st) und (r*) gehörigen quadratischen Oskulanten in ihrem Schnitt- 
punkt (s’r?) hinzuzufügen sind. Die Ebene dieses Kegelschnitts 
wird durch (5) für festes s und r dargestellt. Diese Ebene ist also 
einmal Tangentialebene der Jacobischen Fläche im Punkt (s?r?), 
einmal Schmiegungsebene der beiden zu (s?) und (r?) gehörigen ku- 
bischen Oskulanten in den Punkten (r’s) und (s®r). Wir erhalten 
auch eine analytische Bestätigung der in $ 1 gefundenen Tatsache: 
Zwei Schmiegungsräume der Normalkurve schneiden sich in einer 
Tangentialebene ihrer Jacobischen Fläche. Es folgt noch: Die ao! 
Tangentialebenen dieser Fläche in den Punkten einer quadratischen 
Oskulante liegen alle in dem entsprechenden Schmiegungsraum und 
stellen die Mannigfaltigkeit der Schmiegungsebenen der zugehörigen 
kubischen Oskulante dar, diese Mannisfaltigkeit ist aber als solche 
von der dritten Ordnung; diese Tatsache ist für das dualistische Gegen- 
stück dieser Mannigfaltigkeit evident: der Kegel, der die Normalkurve 


1) Als quadratische Oskulante der Raumkurve dritter Ordnung bezeichnen 
wir den Schnitt einer ihrer Schmiegungsebenen mit ihrer Tangentenfläche 
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aus einem ihrer Punkte projiziert, ist von der dritten Ordnung. Der 
Schmiegungsraum ist Doppelraum der dreidimensionalen Mannig- 
faltigkeit von Tangentialräumen der Jacobischen Fläche. Die Glei- 
chung dieser Mannigfaltigkeit erhält man offenbar, wenn man (5) 
identisch Null setzt für aller und q und dann die Parameter t und s 
eliminiert. Das Resultat ist: 
VIII (UM,) UM; (UN;) (Bike)? (kıks)? (Beka)” = 0. 
Die Mannigfaltigkeit der Tangentialräume ist, wie wir schon früher 
festgestellt hatten, von der dritten Ordnung. Ihr dualistisches Gegen- 
stück ist die Sehnenmannigfaltigkeit der Normalkurve, deren Glei- 
chung ist nach VIII: 
IX (NK) (NK) (NEK) (Vıvo)* (Viva)? (vava)? = 0. 
Zu den Punkten dieser Mannigfaltigkeit gehören nach Clebsch 
biquadratische Formen, deren Nullpunkte harmonisch liegen. IX 
ist also die Gleichung des bereits in $ 1 auf gleiche Weise charakte- 
risiertten Punktraums M,?. Die Mannigfaltigkeit der Tangential- 
räume wird außer von den Tangentialebenen der Jacobischen 
Fläche noch von einer zweiten Schar von Ebenen beschrieben; 
es sind dies die 00? Ebenen erster Art der Jacobischen Fläche, 
daraus folgt, daß die M,? außer von der Schar der Sehnen der 
Normalkurve noch von einer zweiten Schar von Geraden beschrie- 
ben wird; eine Gerade dieser letzten Schar ist der Schnitt von zwei 
Schmiegungsräumen in (s?) und (t?) mit dem R,, der die zugehörigen 
Tangenten der Normalkurve verbindet; sie ist Verbindungsgerade 
der Punkte (s?t) und (st?). Neben IV erhalten wir auf diese Weise 
noch eine zweite Parameterdarstellung der M,? in Geradenkoordinaten, 
nämlich folgende: 
x (MMER KR z)eR1S) (Wot)+(f$) (Mt) yes) (35) (ib) (Rat) (Bike) —0. 
Für festes s und t ist X die Gleichung einer Geraden der zweiten 
Schar, die in der zum Punkt (s?t?) gehörigen Tangentialebene der 
Jacobischen Fläche liegt, durch diese Ebene ist umgekehrt auch die 
Gerade eindeutig bestimmt; ebenso bestimmen sich eine Ebene erster 
Art und die mit ihr vereinigt liegende Sehne gegenseitig eindeutig. 
Durch jeden Punkt der M,?, der nicht der Normalkurve angehört, 
geht eine Gerade der ersten Schar, gehen zwei Geraden der zweiten 
Schar; beide Scharen treffen sich in der Tangentenmannigfaltigkeit 
der Normalkurve; für s = t geht X, abgesehen von einem konstanten 
Faktor, in V über. Ein R,, dem eine biquadratische Form mit vier 
getrennten Nullpunkten entspricht, schneidet die M,? in einer Fläche 
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dritter Ordnung, auf der neun Geraden und vier Doppelpunkte liegen; 
die drei nicht mit den Doppelpunkten incidenten Geraden liegen in 
einer Ebene, deren dualistisches Gegenstück die trisekante Gerade 
durch den Pol des schneidenden R, bezüglich der M,? ist. 

Es sind M,? und M,? die geometrischen Repräsentanten der beiden 
einzigen binären Invarianten der Form (RX) (vt). Außer diesen 
Invarianten besitzt diese binäre Form noch zwei, nicht durch Ko- 
varianten niedrigeren Grades ausdrückbare Kovarianten, die wir 
geometrisch deuten können: 


Die Hessesche Kovarlante: 


ENT (NK) (NEK) (Viva)? (vi)? (vab)?. 
Die Jacobische Kovariante: 
XII (NK) (N X) (N 5X) (VıVa)”(VıV3) (V1t) (vat)? (v3t)°. 


Die Hessesche Kovariante ist identisch Null für alle Punkte X, 
deren zugehörige biquadratische Formen einen vierfachen Nullpunkt 
haben, d. h. für die Punkte der Normalkurve. XI sagt weiter aus, 
daß die lineare Polare eines Punktes der Kurve in bezug auf die M,? 
unbestimmt wird, daß die Kurve also Doppelpunktskurve der M,° 
und partieller Schnitt der 00° quadratischen Polaren der Punkte des 
R, in bezug auf die M,? ist. Die Jacobische Kovariante ist identisch 
Null für alle Punkte X, deren zugehörige biquadratische Formen zwei 
Doppelwurzeln haben, d. h. für alle Punkte der Fläche, die wir aus 
diesem Grunde die Jacobische Fläche genannt haben. Man veri- 
fiziert leicht mit Hilfe der Identitäten IV in $4, daß III, (1) in XI 
und III, (3) in XII eingeführt, diese Formen zum identischen Ver- 
schwinden bringen. 

Es können nun außer den besprochenen Mannigfaltigkeiten, der 
M,$s, auf der die Jacobische Fläche, die F,® und die Normalkurve liegt, 
der M.® und der M,?, die sich alle drei in der Tangentenfläche F,s 
schneiden, als invariante Punktkörper der Gruppe nur noch Mannig- 
faltigkeiten in Betracht kommen, die der einzigen binären absoluten 
Invariante der Form (RX) (vt)*: 

k, NK) (NK) (viva)®P | 

k, HELEY) (NK) (N3K) (Vıva)?(vıva)” (vav3)2}? 
geometrisch Deutung geben. Es sind dies nunmehr die 00! Mannig- 
faltigkeiten sechster Ordnung, die folgendem Büschel angehören: 


AIU ks INK) (NK) (viva)? 


HUIES (NK) (N3X) (Viva)? (vıvz)2(vava)?1? —(,. 
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k, :k, sind die laufenden Parameter des Büschels. Das Büschel von 
Punkträumen besteht aus den oo! Mannigfaltigkeiten, deren Punkten 
ein konstantes Doppelverhältnis zukommt, !) das durch k, :k, auf 
bekannte Weise bestimmt ist. Die Basis des Büschels ist, wie schon 
bekannt, die Tangentenfläche. Jedem Punkt des R,, der nicht auf 
F,$ liegt, ist durch XIII eindeutig ein Wertepaar k, :k, und mithin 
die einzige durch ihn gehende Mannigfaltigkeit des Büschels zuge- 
ordnet. Dem Wertepaar k, :k, = 0 :1 entspricht die M,?, dem Paar 
1::0 die M,® und dem Paar 6 : 1 die M,®, 
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Analog der Darstellung in $ 3 des ersten Kapitels können wir 
auch hier zu neuen kovarianten Bildungen und damit zu weiteren 
geometrischen Eigenschaften unsrer Gruppe kommen, wenn wir die Ko- 
varianten folgender Formen mit mehreren Veränderlichen t,,t,t3,... 
betrachten: 

(MıMEK 1 KK) (Hıbı)? (Rata)? 

(MMEM5E 1X) (Hıtı)! (Haba)'(Habz)! 

(M,MEM;ZM,X) (Rıt,)? (Haba)? (Hatz)? (Haba)? 

(MEN DEMEZM IM) (Aıtı)? (Bobo)? (aba)? (mat)? (Batz)®. 

Die Formen dritten und vierten Grades lassen sich auf solche 
zweiten und ersten Grades in den Symbolen [%y] zurückführen, 
diese stehen aber wieder dualistisch denen zweiten und ersten Grades 
in den Symbolen [My] gegenüber. Die Form fünften Grades ent- 
hält den symbolischen Faktor (NM), also auch den symbolischen 
Faktor (vw)*, führt also nur auf identische Kovarianten. Es genügt 
mithin hier, die Form zweiten Grades: | 

(MM EK 1X 2X) (Hıtı)? (Haba)? 
zu untersuchen. Wenden wir auf diese Form, die wir als rein binäre 
Form betrachten, die Gordansche Reihenentwicklung an, so erhalten 
wir: 
(DM SKK oK) (at)! MMEK RE) (iko)lrts)?Ikste)’(titz) 
(MMEK KK 5) (Hık)?(kıtı) (Rate) (tıto)®. 
Die Reihe rechts enthält also nur zwei Formen, die nicht identisch 
verschwinden, sie sind Polaren der beiden folgenden Formen: 


1) 8... Seite 22. 
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I (MM IE Ko 3) (Billa) (Rıb)’(Rat)® 
a (MMEK KK) (Bıkka)’(kıt) (Rab). 
Die zu ihnen dualistischen Formen sind: 

I NR U, USU,) 972) 96)? (956) 
AN MNZU,USU;) (ViV2)? (it) (Vak). 


Für festes t stellen I und II, gleich Null gesetzt, Ebenenkom- 
plexe, III und IV Geradenkomplexe dar. Wir wollen diese Kom- 
plexe kurz als Komplexe I, II, III und IV bezeichnen. I und III sind 
spezielle Komplexe, die entsprechenden Formen stimmen überein 
mit den Formen V und VII des letzten $. Eine Tangente ist also Leit- 
gerade des speziellen Komplexes I, eine Schmiegungsebene Leitebene 
des speziellen Komplexes III. Die Komplexe II und IV sind aber 
nicht speziell. Wir kommen auf die geometrische Bedeutung des 
Ebenenkomplexes II durch folgende Ueberlegung: Für konstantes t 
ist nach $ 5, III, (2) 

| (UM) (p3)? (pt) = 0 
die Parameterdarstellung der kubischen Oskulante der Normalkurve 
im Punkt (tt). Diese kubische Oskulante liest als Raumkurve dritter 
Ordnung in einem dreidimensionalen Geradenkomplex, dessen Glei- 
chung gerade durch die gleich Null gesetzte Form II gegeben ist, d. h. 
alle Ebenen, die mit einer Geraden dieses Geradenkomplexes vereinigt 
liegen, gehören dem Ebenenkomplex II an und stellen die Gesamt- 
heit seiner Ebenen dar; die 00% Geraden des Geradenkomplexes im 
Schmiegunssraum des Punktes (t*) sind folglich die singulären Ge- 
raden des Ebenenkomplexes II im R,, und der Schmiegungsraum 
ist Brennraum dieses Komplexes. Der Geradenkomplex IV wird 
demnach als dualistisches Gegenstück des Komplexes II so charakte- 
risiert: Der Punkt (t*) ist Brennpunkt des Komplexes, dessen singuläre 
Ebenen wir auffolgende Weise erhalten: Projizieren wir unsre Normal- 
kurve vierter Ordnung aus ihrem Punkt (t?), so wird dieser Kegel 
dritter Ordnung von einem R,, der (t?) nicht enthält, ineiner kubischen 
Raumkurve geschnitten, die wiederum einen dreidimensionalen Ge- 
radenkomplex bestimmt; die Geraden dieses Komplexes, mit dem 
Projektionszentrum verbunden, ergeben die 00% singulären Ebenen 
des Komplexes IV; unter anderen gehören zu diesen Ebenen die oo! 
Ebenen, die die Tangentenmannigfaltiskeit der Normalkurve vierter 
Ordnung aus dem Punkt (t*) projizieren, d. h. auch die Schmiegungs- 
ebene im Punkt (t?). Wir beschränken weiterhin unsre Betrachtung 
auf diesen Geradenkomplex, dessen Eigenschaften sich ohne wei- 
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teres für sein dualistisches Gegenstück, den Komplex II, übersetzen 
lassen. 

Lassen wir in IV t variieren, so erhalten wir entspre Ta oo! 
Geradenkomplexe, die einem Komplexbündel angehören, das durch 
drei unter ihnen vollkommen bestimmt ist. Die Gleichung eines be- 
liebigen Komplexes des Bündels ist dann: 


N MN 5U,U;U;) (Viv2)* (vit) (v58) = 0. 
Für festes t und s stellt V einen Komplex dar, dessen Brennpunkt ist: 
VI NNMZNU) (vivo)? (v3va)® (Vit) (vat) (v8) (v8) = 0. 


Es ist nun die Form VI proportional zur Form (UM) (ks)? (pt)?, !) 
d. h. die Brennpunkte des durch V, für variables s und t, darge- 
stellten Komplexbündels erfüllen eine Fläche, die identisch ist mit 
der Jacobischen Fläche der rationalen Normalkurve vierter Ord- 
nung. Diese Eigenschaft kommt nun jedem Komplexbündel zu, das 
inkeiner Weise speziell ist ; die Brennpunktsfläche eines Komplexbündels 
ist bekanntlich durch die Parameterdarstellung: (UM) (MX)? = 
gegeben, wo die Koeffizienten in bekannter Weise durch die 
Koeffizienten von drei linear unabhängigen unter den Komplexen 
des Bündels bestimmt sind, und die ternären Veränderlichen die 
laufenden Parameter des Bündels bedeuten. Die projektive Gruppe 
des R,, die ein nicht spezielles Komplexbündel in sich überführt, ist 
also identisch mit unsrer dreigliedrigen projektivren Gruppe. Man 
verifiziert leicht, daß auch die Konstantenzahl des Bündels 21 ist. 
Es ist noch von Interesse, die 00° gemeinsamen Geraden des zu unsrer 
Gruppe gehörigen Komplexbündels festzustellen. Evident gehören 
die 00° trisekanten Geraden der Jacobischen Fläche dieser Mannig- 
faltigkeit an; denn sie verbinden die Brennpunkte von drei Kom- 
plexen des Bündels, die linear unabhängig sind. Daß sie die einzigen 
gemeinsamen Geraden des Bündels sind, erhellt aus der Tatsache, 
daß drei Komplexe, die weder speziell sind noch eine spezielle Lage 
zueinander haben, durch einen Punkt, der nicht auf der Brenn- 
punktsfläche des durch sie bestimmten Bündels liegt, genau eine 
gemeinsame Gerade schicken. 

Anmerkung: Im Anschluß an diese Resultate werden nun fol- 
gende Fragen von Interesse sein: 1. Welchen Bedingungen müssen die 
Koeffizienten in der Form: (UM) (MX)? genügen, damit diese, gleich Null 


1) S. Kapitel II, $ 4, II,. 
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gesetzt, die Brennpunktsfläche eines Komplexbündels darstellt ? 2. Sind 
diese Bedingungen erfüllt, bestimmt dann die Brennpunktsfläche 
das Komplexbündel eindeutig ? Es ist mir leider bisher nicht gelungen, 
zu einer befriedigenden Lösung dieser Fragen zu kommen. Eine ein- 
gehende Erörterung wäre hier auch nicht am Platz, da sie die Ein- 
führung einer Komplexsymbolik erforderlich machte, ohne die sich 
eine übersichtliche analytische Darstellung nicht erreichen läßt. Für 
den allgemeinen Fall lassen sich die Bedingungen natürlich sofort 
angeben: Für ein nicht spezielles Komplexbündel muß der durch die 
Gleichung: (UM) (MX)? —= 0 bestimmte Wald von Ordnungskurven 
im ternären Gebiet zu einer irreduziblen Klassenkurve konjugiert 
sein; das Komplexbündel ist in diesem Fall, wie wir gesehen haben, 
durch die Brennpunktsfläche eindeutig bestimmt. Auf Grund einer 
leicht vorzunehmenden Klassifikation der Komplexbüschel im R, !) 
läßt sich weiter zeigen, daß, wenn auf der Brennpunktsfläche des 
Komplexbündels eine Gerade liegt, diese Fläche eine Regelfläche 
sein muß, d. h. also, die in $ 3 dieses Kapitels beschriebene Fläche ® 
kann nicht als Brennpunktsfläche eines Komplexbündels aufgefaßt 
werden. Dagegen ist die Normalregelfläche dritter Ordnung Brenn- 
punktsfläche und zwar nicht nur eines Komplexbündels, sondern einer 
Mannigfaltigkeit von ©0® Komplexbündeln; diese Fläche bestimmt 
also das Bündel nicht eindeutig. In diesem Fall verschwindet eine 
zum Bündel gehörige Invariante, die Konstantenzahl 21 erniedrigt 
sich also um eins, da aber zur gleichen Fläche 00? Komplexbündel 
gehören, kommen wir wieder zu der schon oben angegebenen Kon- 
stantenzahl 18 der Normalregelfläche zurück. 


Sehen wir in den Formen I bis IV die &, und die U,, d. h. eine 
Ebene und eine Gerade als gegeben an, so wird jeder Ebene und jeder 
Geraden sowohl eine binäre Form sechster Ordnung, als auch, falls 
die Gerade nicht Trisekante, noch die Ebene ihr dualistisches Gegen- 
stück ist, eine binäre quadratische Form zugeordnet. Eine nicht 
der M,® angehörige Gerade schneidet die M,® in sechs Punkten, die 
Berührungspunkte der mit diesen sechs Punkten incidenten Schmie- 
gungsebenen der Normalkurve sind durch die Nullpunkte der Form III 
gegeben; die Nullpunkte dieser Form koinzidieren in derselben Weise 
wie die Schnittpunkte der Geraden mit der M,® im besonderen Fall 


1) Eine solche Klassifikation findet sich bei R. Weitzenböck, Komplex- 
symbolik [Sammlung Schubert LVII]: S. 108; sie ist aber dort weder voll- 
ständig noch im übrigen einwandfrei. 
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koinzidieren; liegt die gegebene Gerade auf der M,®, so wird III die 
sechste Potenz einer linearen Form. Eine Gerade, die nicht Trise- 
kante ist, gehört einem und nur einem Büschel des Komplexbün.dels 
unsrer Gruppe an, der Brennpunktskegelschnitt dieses Büschels trifft 
die Normalkurve in zwei Punkten, die eventuell koinzidieren, und 
die den Nullpunkten der quadratischen Form IV entsprechen. Zwi- 
schen einer gegebenen Ebene und den Formen I und II bestehen 
analoge Beziehungen. 


Kapitel II. 


Die Projektion der rationalen Normalfläche vierter 
Ordnung in den R;.” 


srl: 
Die Steinersche Fläche und ihr ebenes Bild’) 


Eine Gerade des R,, die die L,? in drei getrennt liegenden Punk- 
ten schneidet, hängt ab von 8 Konstanten; bei der Projektion aus 
einer solchen Geraden in den R, geht also die achtgliederige pro- 
jektive Gruppe des R, über in eine endliche projektive Gruppe des R.. 
Der Projektionsgeraden entspricht in der Bildebene ein Kegelschnitt- 
büschel mit vier getrennt liegenden Basisgeraden. Die zur Projektion 


Das ebene Bild der Steinerschen Fläche. 


1) Bei der umfangreichen Literatur, die wir bereits über die Steinersche 
Fläche besitzen, würde es zu weit führen, in diesem Kapitel alle einschlägigen 
Arbeiten zu zitieren; wir verweisen auf die Literaturangabe bei Gerbaldi, La 
Superficie di Steiner. 1881. | 

2) Den folgenden Ausführungen liegt im wesentlichen die Darstellung zu 
Grunde, wie wir sie finden bei Study, Geometrie der Dynamen: S. 341 ff. 

Torhorst, Inaug.-Diss. | 4 
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gehörige endliche projektive Gruppe des R, ist gleich zusammenge- 
setzt mit der ebenen projektiven Gruppe, die ein Geradenquadrupel 
in sich überführt; das ist bekanntlich eine Gruppe von 4! Permu- 
tationen. 

Die &©® R,, die oo® R, und die oo? Ebenen des R,, die mit der 
Projektionsgeraden vereinigt liegen, gehen über in die 00°? Ebenen, 
oo* Geraden und 00° Punkte des R,; ihnen sind in der Bildebene ein- 
eindeutig zugeordnet die oo? Ordnungskurven des Gebüsches, das 
zum Büschel konjugiert ist, die 00* Büschel und die 00% Bündel, die 
zum Büschel konjugiert sind; für die Büschel lassen sich auch die 
entsprechenden Polvierecke des Büschels, für die Bündel die ent- 
sprechenden Jacobischen oder Hermiteschen Kurven einführen. 
Die Normalfläche geht bei der Projektion über in die bekannte Stei- 
nersche Fläche, die nun untersucht werden soll. 

Die Projektionsgerade liegt vereinigt mit oo? R, der A,?, die 
einen Kegel dritter Ordnung bilden, diese 00° R, werden projiziert 
in die 00°? Tangentialebenen der Fläche, diese ist mithin von der dritten 
Klasse. Die Schnitte der Tangentialebenen sind abgebildet auf die 
co? Geradenpaare des Gebüsches. Vier dieser R, der A,? gehören 
der ®,? an; zwei R, der ®,? schneiden sich in einem die Normal- 
fläche vierpunktig berührenden R,: Die Steinersche Fläche hat also 
vier ausgezeichnete Tangentialebenen, die sie längs eines Kegelschnitts 
berühren. Sie bestimmen ein Tetraeder, dessen Seitenkanten die Fläche 
vierpunktig. berühren und Tangenten je zwei dieser Kegelschnitte 
sind. Die vier ausgezeichneten Kegelschnitte sind auf die vier Basis- 
geraden des Büschels abgebildet, die die einzigen Doppelgeraden des 
konjugierten Gebüsches sind ; sie stellen mithin die parabolische Kurve 
der Fläche dar. 

Unter den &? Kegelschnittbündelnr, die den Punkten des R, 
entsprechen, befinden sich 00°? spezielle, die je einen festen Punkt 
der Ebene als Basispunkt haben; jeder Punkt der Ebene bestimmt 
umgekehrt ein solches Bündel, das einen Punkt der Steinerschen 
Fläche repräsentiert, dessen Bild jener Punkt ist. 3- oo! unter diesen 
Kegelschnittbündeln haben zwei Basispunkte und bestimmen so 
3.00! Punktepaare, die zu je einem der drei Punktepaare des Grund- 
kegelschnittbüschels konjugiert sind, also auf den Diagonalen des 
Vierseits liegen, d. h. je zwei solchen Punkten entspricht nur ein Punkt 
im Raume. Wir erhalten 3-00! Punkte auf der Fläche, die ihre 
Doppelkurve erfüllen, diese besteht mithin aus drei sich in einem drei- 
fachen Punkt schneidenden Doppelgeraden. Die drei Schnittpunkte 
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der Diagonalen in der Bildebene sind die Basispunkte des dem drei- 
fachen Punkt der Fläche entsprechenden, Kegelschnittbündels. Auf 
jeder der drei Doppelgeraden liegen zwei ausgezeichnete Punkte, 
deren jeder nur durch einen Punkt der Bildebene abgebildet ist; es 
sind die Verzweigungspunkte der Doppelgeraden, auch Cuspidalpunkte 
der Fläche genannt. Ihre Bilder sind die sechs Ecken des Vierseits. 

Eine Gerade a. L. schickt drei Tangentialebenen an die Fläche 
und schneidet sie in vier Punkten, die abgebildet sind auf die vier 
Ecken eines Polvierecks des Grundkegelschnittbüschels, dieses Pol- 
viereck wird durch zwei Geradenpaare des Gebüsches bestimmt. 
Die Ecken des Polvierecks können auf verschiedene Weise koinzidieren, 
man kann entsprechend sechs Arten von Geraden im Raum, die eine 
spezielle Lage haben, unterscheiden. 

1. Schickt eines der beiden Geradenpaare in der Bildebene eine 
Gerade durch den Doppelpunkt des andern, so koinzidieren zwei Punkte 
des Polvierecks, ihm entspricht eine Tangente der Fläche, eine Gerade, 
die nur noch mit zwei verschiedenen Tangentialebenen vereinigt liegt. 

2. Koinzidieren drei Punkte des Polvierecks, so haben wir eine 
Haupttangente oder Schmiegungsgerade der Fläche vor uns, die nur 
in einer Tangentialebene liegt. Das entsprechende Polviereck wird 
weiter unten charakterisiert. 

3. Koinzidieren die Ecken des Polvierecks zu je zweien, so müssen 
diese auf ein und derselben Basisgeraden liegen; das Polviereck wird 
bestimmt durch ein Geradenpaar des Gebüsches und eine Basisgerade, 
d. h. die Geraden in den vier ausgezeichneten Tangentialebenen be- 
rühren die Fläche zweimal zweipunktig und liegen noch in einer 
weiteren Tangentialebene. 

4. Für die Tangenten der vier ausgezeichneten Kegelschnitte 
fallen in der Bildebene alle vier Ecken des entsprechenden Polvierecks 
zusammen. Sie sind vierpunktig berührende Geraden der Fläche 
und liegen außer in der durch sie bestimmten ausgezeichneten 
Tangentialebene in keiner weiteren Tangentialebene der Fläche. 

5. Das Polviereck artet aus, das zugehörige Büschel besteht 
aus den oo! Geradenpaaren der Involution eines Strahlenbüschels, 
dessen Doppelelemente zwei Basisgeraden des Grundkegelschnitt- 
büschels sind; es gibt sechs solcher Büschel, ihnen entsprechen die 
sechs Seitenkanten des Tetraeders, alle Ebenen der durch diese sechs 
Geraden bestimmten Ebenenbüschel sind Tangentialebenen. 

6. Das der Geraden im R, entsprechende Kegelschnittbüschel 
in der Bildebene besteht aus den 001 Geradenpaaren, die durch einen 
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festen Punkt, eine Ecke des Diagonaldreiecks, gehen und die diesem 
Punkt gegenüberliegende Diagonale gemein haben. Es gibt dieser 
Büschel drei, ihnen entsprechen die drei Doppelgeraden der Fläche. 

Alle Kurven des Gebüsches schneiden die Diagonalen des Vier- 
seits in zwei Punkten, die zueinander konjugiert sind in bezug auf 
die Eckpunkte. Eine nicht berührende Ebene schneidet die Fläche 
in einer Kurve vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten, die alle drei 
zusammenfallen für eine Ebene durch den dreifachen Punkt. Eine 
Tangentialebene schneidet die Fläche in zwei Kegelschnitten, die 
sich auf den drei Doppelgeraden und im Berührungspunkt treffen. 
Zu jedem Punkt einer Doppelgeraden gehören zwei Tangentialebenen, 
die die Fläche außer in der Doppelgeraden noch in einem Kegelschnitt 
durch den dreifachen Punkt und den Berührungspunkt schneiden; 
sie sind das Ebenenpaar einer Involution des Ebenenbüschels durch 
die Doppelgerade, deren Doppelelemente die Tangentialebenen in 
den beiden Verzweigungspunkten der Doppelgeraden sind. Außerdem 
gehören zu jedem Cuspidalpunkt noch oo! Tangentialebenen, sie bilden 
das Ebenenbüschel durch die zugehörige Seitenkante des Tetraeders. 
Jede dieser Ebenen schneidet die Fläche in zwei Kegelschnitten, die 
sich im Cuspidalpunkt berühren und sich auf den beiden Doppel- 
geraden, die nicht mit diesem Punkt incident sind, berühren. Für 
die beiden ausgezeichneten Tangentialebenen fallen die Kegelschnitte - 
zusammen. 

Außer den 00? ebenen Kurven liegen auf der Steinerschen Fläche 
00° Raumkurven vierter Ordnung vom Geschlecht 0, auch Kurven 
vierter Ordnung zweiter Spezies genannt, die die einzigen irreduziblen 
Raumkurven vierter Ordnung auf der Fläche sind. Sie sind abgebildet 
auf die Kegelschnitte der Ebene, die nicht zum Gebüsch gehören. 
Verschiedene Systeme dieser Kurven vierter Ordnung sind invariante 
Systeme bei der zur Fläche gehörigen projektiven Gruppe. Esistzunächst 
das System von 00! Kurven, die den Kegelschnitten des Büschels 
entsprechen. Durch jeden Punkt der Ebene gehen zwei Kurven des 
Büschels, die für einen Punkt der Basisgeraden zusammenfallen ; 
diese beiden Kurven werden von je einer Geraden des zu diesem Punkt 
als Doppelpunkt gehörigen Geradenpaars des Gebüsches berührt, 
d. h. durch jeden Punkt der Fläche gehen zwei Kurven vierter Ord- 
nung, deren Tangentenrichtung in jedem ihrer Punkte übereinstimmt 
mit der Haupttangentenrichtung der Fläche; beide Kurven fallen 
zusammen für einen Punkt der parabolischen Kurve. Es entspricht 
also dem Kegelschnittbüschel in der Bildebene das System der asymp- 
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totischen Linien auf der Fläche. In jedem Punkt einer asymptotischen 
Linie ist die Tangentialebene der Fläche ihre Schmiegungsebene; der 
von dieser Ebene ausgeschnittene, sie berührende Kegelschnitt ist 
also ihre quadratische Oskulante (s. Kap. II, $ 1). Es läßt sich dem- 
nach die Steinersche Fläche auffassen als der Ort der quadratischen 
Oskulanten einer beliebigen ihrer nicht ausgearteten asymptotischen 
Linien. Eine Raumkurve vierter Ordnung vom Geschlecht 0 ist 
also Haupttangentenkurve nur auf einer Steinerschen Fläche, die ein- 
deutig als Ort ihrer quadratischen Oskulanten bestimmt ist.!) Die 
. vier ausgezeichneten Tangentialebenen der Fläche sind die vier Wende- 
ebenen ihrer asymptotischen Linien. An dieser Stelle lassen sich nun 
auch die Polvierecke des Büschels, die den Haupttangenten zugeordnet 
sind, kennzeichnen. Der Pol der Geraden eines Geradenpaars des 
Gebüsches in bezug auf die von der andern Geraden berührten Kurve 
des konjugierten Büschels bildet zusammen mit der ersten Geraden 
und dem Doppelpunkt des Geradenpaars, dreifach gezählt, ein solches 
Polviereck, ist also das Bild des zweiten Schnittpunktes der entsprechen- 
den Haupttangente mit der Fläche. Daraus folgt für die Fläche: Die 
Schmiegungsebene einer asymptotischen Linie schneidet diese in einem 
zweiten Punkt; die durch diese Ebene bestimmte, die asymptotische 
Linie nicht berührende Haupttangente trifft die zu diesem zweiten 
Punkt gehörige Schmiegungsebene der Kurve in ihrem zweiten Schnitt- 
punkt mit der Fläche. Zu den asymptotischen Linien sind als einzige 
ausgeartete unter ihnen die drei Doppelgeraden der Fläche, jede doppel- 
überdeckt, zu rechnen. 

Die ©0! Tangentialebenen durch einen Punkt der Fläche be- 
rühren eine Kurve vierter Ordnung auf der Fläche, für die jede der 
drei Doppelgeraden Tangente ist (s. Kap. I, $ 4). Das zweifach un- 
endliche System von Kurven vierter Ordnung, das so den Punkten 
der Fläche zugeordnet ist, ist ein invariantes, zur Gruppe gehöriges 
System und ist abgebildet auf das Kegelschnittbündel mit drei festen 
Basisgeraden, die die Diagonalen des Vierseits sind. Die Berührungs- 
punkte der Tangentialebenen durch einen Punkt der Fläche erfüllen 
eine Kurve sechster Ordnung, die durch die sechs Cuspidalpunkte 
geht. Das so von den Punkten der Fläche bestimmte zweifach un- 
endliche System von Kurven sechster Ordnung ist enthalten in 
dem dreifach unendlichen System von Kurven sechster Ordnung, 


1) Study, Ueber die Raumkurven vierter Ordnung zweiter Art. Bericht 
über die Verh. der Kgl. Sächs. Gesellschaft der Wissenschaften. Leipzig 1883. 
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das auf die gleiche Weise den Punkten des Raumes zugeordnet ist. 
Dieses dreifach unendliche System von Kurven sechster Ordnung, 
das die sechs Cuspidalpunkte der Fläche zu Basispunkten hat, ge- 
hört zur Gruppe; es ist abgebildet auf das Gebüsch von Kurven dritter 
Ordnung, das durch die sechs Ecken des Vierseits, als seinen Basis- 
punkten, bestimmt ist. Den Punkten des Raumes sind eindeutig um- 
kehrbar die Kurven dieses linearen Systems vierter Stufe in der Ebene 
zugeordnet. Bei einer analytischen Darstellung lassen sich die Para- 
meter des Gebüsches unmittelbar als homogene Punktkoordinaten 
des R, einführen. Hier bietet sich ein neuer Ausgangspunkt für 
eine Theorie der Steinerschen Fläche, sie steht in eindeutig umkehr- 
barer Beziehung zur Theorie .eines speziellen Gebüsches von ebenen 
Kurven dritter Ordnung. Das war nach Kap. I, $ 4 zu erwarten, da 
die Punkte des R, in unsrer' Gruppe als Projektionen von Ebenen 
des R, erscheinen. Es ist jedoch zweifelhaft, ob von einer solchen 
Untersuchung viel zu erwarten ist, da der dazu erforderliche geome- 
trische und analytische Apparat zu groß sein wird: immerhin ist dieser 
Zusammenhang nicht obne Interesse. 

Es sei noch ein zur Gruppe gehöriges Punktquadrupel auf der 
Fläche erwähnt. Die Punkte dieses Quadrupels sind abgebildet auf 
die Ecken des zum Vierseit associierten Vierecks. [In der Abbildung 
sind es die Punkte I, II, III und IV.] Je zwei dieser Punkte in der 
Bildebene liegen auf einer Geraden, die eine Ecke des Vierseits mit 
der gegenüberliegenden Ecke des Diagonaldreiecks verbindet. Dar- 
aus folgt: die vier Punkte des Quadrupels auf der Fläche werden 
von den vier Geraden ausgeschnitten, die den dreifachen Punkt mit 
den’ Ecken des Tetraeders verbinden, sie liegen also zu je zweien auf 
einem Kegelschnitt, der von einer, eine Doppelgerade mit einer Kante 
des Tetraeders verbindenden, Ebene ausgeschnitten wird. 

Die zur Steinerschen Fläche korrelative Fläche ist von der dritten 
Ordnung. Sie besitzt vier Doppelpunkte und außer den sechs, sie 
verbindenden Geraden drei sogenannte Transversalen, die in einer 
Ebene liegen. Die Fläche ist der Schnitt eines kubischen Punktraums 
des R, mit einem R,. Dieser Punktraum ist die Sehnenmannigfaltig- 
keit einer rationalen Normalkurve vierter Ordnung, die Fläche ist 
also die auf Seite 42, 43 charakterisierte Fläche, was nach den dort ge- 
fundenen Resultaten zu erwarten war. 

Bei einer Darstellung der Steinerschen Fläche als Projektion 
der Jacobischen Fläche einer rationalen Normalkurve vierter Ord- 
nung im R,, auf die wir hier nicht eingehen wollen, tritt die Fläche 
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lediglich in der Eigenschaft der Jacobischen Fläche einer, durch die 
Projektion ausgezeichneten, ihrer asymptotischen Linien auf. Diese 
Darstellung ist von Bedeutung für die Theorie der Raumkurven 
vierter Ordnung zweiter Art. 


$ 2. 


Realitätsverhältnisse: Drei Typen der Stei- 
nerschen Fläche und ihre analytische Dar- 
stellung. 


Die Tatsache, daß es im R, in bezug auf die rationale Normal- 
kurve vierter Ordnung mit reellem Zug drei getrennte Punktkontinua 
gibt, die wir mit A, B und © bezeichnet hatten, erscheint hier als Folge 
der Tatsache, daß es im R, in bezug auf die Normalfläche drei ge- 
trennte Kontinua von Geraden gibt, denen wir entsprechend die 
Bezeichnung A, B und C beilegen wollen. Einer Geraden A von A 
entspricht das Kegelschnittbüschel mit vier reellen Basislinien und 
drei reellen Punktepaaren, einer Geraden B das Büschel mit zwei 
reellen und zwei konjugiert-imaginären Basislinien und mithin einem 
reellen und zwei imaginären Punktepaaren, schließlich einer Geraden T' 
das Büschel mit zwei Paar konjugiert-imaginären Basislinien und 
einem reellen und zwei konjugiert-imaginären Punktepaaren. Eine 
Gerade A schneidet die L,? in drei reellen äußeren Punkten, eine 
Gerade B in einem reellen äußeren und zwei imaginären Punkten, 
eine Gerade [" in einem reellen äußeren und zwei reellen inneren 
Punkten. A und B sind äußere Geraden, T dagegen ist eine innere 
Gerade. So erhalten wir je nach Wahl der Projektionsgeraden im 
R, drei Typen von Steinerschen Flächen, die wir entsprechend kurz 
mit A, B und T' bezeichnen wollen. Diese drei Flächen sollen nun 
hinsichtlich des Reellen untersucht werden. 


Die Fläche A. 


Die Bildebene wird durch die vier reellen Basislinien in sieben 
Kontinua zerlegt, drei dieser Kontinua werden von allen vier Basis- 
linien, vier von drei Basislinien begrenzt. Die drei ersten Kontinua 
haben die Eigenschaft, daß ihren Punkten je zwei Kegelschnitte des 
Büschels mit reellem Zug, also auch ein reelles Geradenpaar des kon- 
jugierten Gebüsches zugeordnet sind; zu den Punkten der vier andern 
Kontinua hingegen gehören imaginäre Kurven des Büschels und 
konjugiert-imaginäre Geradenpaare des Gebüsches. Die drei Dia- 
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gonalen liegen in je zwei der ersten Kontinua. Das reelle Punktkon- 
tinuum der Fläche wird also durch die parabolische Kurve in sieben 
Kontinua zerlegt, drei dieser Kontinua enthalten nur hyperbolische, 
vier nur elliptische Punkte. Diese letzteren Kontinua liegen voll- 
kommen getrennt; ein Öuspidalpunkt vermittelt den Uebergang zwi- 
schen je zweien; je zwei der anderen Kontinua durchsetzen sich längs 
einer der Doppelgeraden, sie treffen sich also alle drei im dreifachen 
Punkt der Fläche. Die Fläche ist ganz in eins der acht Tetraeder ein- 
geschlossen, die durch die vier ausgezeichneten Tangentialebenen 
bestimmt sind. Die Fläche A ist Projektion der Jacobischen Fläche 
einer rationalen Normalkurve vierter Ordnung mit reellem Zug, die 
wir (s. Kap. II, $ 2) mit F, bezeichnet hatten, und zwar aus einem 
Punkt A des R,, und Projektion der Fläche ®, (s. Kap. II, $ 3) aus 
einem Punkt A’ des R.. 


Die Fläche®B. 


Das Diagonaldreieck in der Bildebene hat in diesem Fall nur 
eine reelle Seite und eine reelle Ecke, die ihr gegenüberliegt. Die beiden 
reellen Basisgeraden zerlegen das reelle Punktkontinuum der Ebene 
in zwei Kontinua; zu den Punkten des Kontinuums, in dem die 
reelle Diagonale liegt, gehören reelle Kurven des Büschels und reelle 
(Geradenpaare des Gebüsches, zu den Punkten des andern imaginäre 
Kurven des Büschele und konjugiert-imaginäre Geradenpaare; in 
diesem Kontinuum liegt die reelle Ecke des Diagonaldreiecks. Auf 
der Fläche haben wir also nur ein Kontinuum von hyperbolischen 
und ein Kontinuum von elliptischen Punkten, die durch den reellen 
Zug der parabolischen Kurve, der in diesem Fall aus zwei reellen 
Kegelschnitten besteht, voneinander getrennt werden. Längs der 
einzigen reellen Doppelgeraden durchsetzt sich das hyperbolische 
Kontinuum der Fläche. Diese Doppelgerade hat mit dem reellen 
Punktkontinuum der Fläche ein Stück, das durch die beiden reellen 
Cuspidalpunkte begrenzt ist, und einen von diesem Stück getrennt 
liegenden Punkt gemein, dieser Punkt gehört dem elliptischen Kon- 
tinuum an und ist der dreifache Punkt der Fläche. Im dreifachen 
Punkt hat die Fläche nur eine reelle Tangentialebene, die die beiden 
konjugiert-imaginären Doppelgeraden der Fläche enthält. Die beiden 
mit den reellen Cuspidalpunkten incidenten Seitenkanten des Tetra- 
eders sind reell, in der einen schneiden sich die beiden reellen, in 
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der andern die beiden konjugiert-imaginären Doppelebenen !) der 
Fläche. Die Fläche ist in eins der vier Trieder eingeschlossen, die von 
den beiden reellen Doppelebenen und der reellen Tangentialebene 
des dreifachen Punktes gebildet werden. Die Fläche B ist Projektion 
der Fläche F, aus einem Punkt B, der Fläche ®, aus einem Punkt B’ 
des R,. 


DieFlächef. 


Ein Punktepaar und das Diagonaldreieck des Büschels in der 
Bildebene sind reell. Durch jeden reellen Punkt der Ebene gehen 
zwei Kurven des Büschels mit reellem Zug, also auch ein reelles Ge- 
radenpaar des Gebüsches, das in diesem Fall an reellen Kegelschnitten 
ausschließlich solche mit reellem Zug besitzt. Die parabolische Kurve 
der Fläche hat keinen reellen Punkt, die reellen Punkte der Fläche 
sind sämtlichst hyperbolische Punkte und bilden ein einziges Kon- 
tinuum, das sich längs der drei reellen Doppelgeraden durchsetzt. 
Zwei Cuspidalpunkte und die zu ihnen gehörigen Kanten des Tetra- 
eders sind reell.e. Die Fläche wird von jeder reellen Ebene in ihrem 
reellen Punktkontinuum getroffen, sie läßt sich also im Gegensatz 
zu den Flächen. A und B bei Berücksichtigung des uneigentlichen 
Gebiets durch keine reelle Transformation in eine Fläche überführen, 
die ganz im Endlichen liegt; das war zu erwarten, da die Projektions- 
gerade [' eine innere Gerade des R, ist. Die Fläche f' ist Projektion 
der Flächen F, und ®, des R, aus einem Punkt T oder T’, außerdem 
ist sie Projektion der Jacobischen Fläche einer rellen rationalen Nor- 
malkurve vierter Ordnung ohne reellen Zug, die mit F, bezeichnet 
war, aus einem reellen nicht der F, angehörigen Punkt des R,, und 
Projektion der Fläche ®, aus einem reellen Punkt des R,, der weder 
der Fläche selbst noch dem R,P; angehört. 

Die analytische Darstellung bereitet bei Berücksichtigung des 
Reellen insofern einige Schwierigkeiten, als es nicht möglich ist, die 
Gleichungen aller drei Typen der Steinerschen Fläche auf die Kum- 
mersche Normalform oder die noch speziellere von Clebsch zu bringen. 
Beiden Darstellungen liegt bekanntlich ein Koordinatentetraeder 
zu Grunde, von dem drei Kanten durch die drei Doppelgeraden der 
Fläche festgelegt sind. Diese drei Geraden sind auf A und T’ reell, 
beide Flächen lassen sich in der Kummerschen Normalform darstellen, 


1) Die Bezeichnung Doppelebene bezieht sich auf die Fläche als Ort von 
Ebenen. 
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hingegen ist auf B nur eine der Doppelgeraden reell. Da nun die Dar- 
stellungen von Kummer und Clebsch aus der Literatur hinreichend 
bekannt sind, wollen wie hier, ohne diese zu berücksichtigen, eine 
neue Gleichung aufstellen, die zwar, was Einfachheit und Symmetrie 
angeht, den erwähnten Normalformen nachsteht, dagegen aber den 
Vorzug hat, daß sich durch sie alle drei Flächen darstellen lassen. 

Im folgenden mögen &* und U,* i =1'': ' 6] Koordinaten 
des R,, &, und U, [k =1 4] Koordinaten des R, bedeuten. Wir 
benutzen die in Kap. I, $ 5 angegebenen Symbolwerte und projizieren 
aus der Verbindungsgeraden der Punkte: e, U,* + &,U,* Tee =) 
und N,* = 0 in den R,, der durch die Dees Gleichungen: X,* — 
und Xs* = 0 gegeben ist. Essei , =+1[i=1,2,3]. Durch diese 
Bedingung sind vier Geraden des R, festgelest, jeder von ihnen kom- 
men noch zwei Wertetripel &; zu, von denen wir eines ausschließen, 
indem wir voraussetzen, &)-&,-&; =-+ 1. In der folgenden Dar- 
stellung entspricht dann: 

dem Tripel &,,&,,&; =1,1,1 eine Fläche A, 
hi % e,&,&;=1, —1l, —1 und 


‘ ss &,&,&; = — 1,1, —1je eine Fläche B, 
N .J e,&,&; = —1, —1,1 eine Fläche f. 
Die Parameterdarstellung der Fläche ist: 
I Kı=X?+e.8X2 
X, = X? + 828,X, 
K, = V2X2X; 
Kı = v2X;3X, 
Die Gleichung der Fläche in Punktkoordinaten: 
11 K, { 2 &9kı" 2 &,Xık; dr &,K,? ide 


er: Kr { 2 EX," > E,kıkz is ek — K;?} —Dd 
Die Gleichung der Fläche in Ebenenkoordinaten: 
III 28, UU;+ 28;U, 15° —8;U, U? —e;U,U,? —0. 
In der Ebene (s. Abbildung) ist das Koordinatendreieck be- 
stimmt durch die drei Punkte &%,, &, und A. Das KegelschuinnT 
ist gegeben durch die Gleichung: 


IV % (€, 0,2 + 8,U,2 —e,U um 0 
Die vier Basisgeraden sind: 
V Vekı tyaXs=0 Vak, + y,%;=0 


VesXı —yeıXs N VesX> —y8X; N 
Nach den Formen (4) und (5) in Kap. I, $3 erhalten wir nun noch 
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die Gleichungen der Jacobischen und Hermiteschen Kurven der 
00% zum Büschel konjugierten Kegelschnittbündel, die den Punkten 
des R, eindeutig umkehrbar zugeordnet sind. Dem Punkt & entspricht 
| die Jacobische Kurve: 
vI KıX; (E3X 9? —8,X 5”) —KzX, (8;X,? —E,X,°) 
+8; /2 X, (£3X 7 —E,X3?) — A, v2X, (3 X," — 8X?) = 0, 
die Hermitesche Kurve: 
VII oelnu : V2E3U 20, 
+ &30; (0? —8,0,? —E,U,?) 
37 KU, (07° — 80,4 8,05) = 0. 

Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich auf einfache Weise 
die Gleichung der auf Seite 10 charakterisierten Fläche, deren Punkte 
die Projektionen der 00? mit der Projektionsgeraden vereinigt liegen- 
den harmonischen Ebenen des R, sind. Wir wollen diese Fläche als 
die zur Steinmerschen Fläche gehörige harmonische Fläche 
zweiter Ordnung bezeichnen. 

| Die Gleichung der harmonischen Fläche ist: 
VIII en 2, A —0. 

Ein Vergleich mit I und V überzeugt uns sofort, daß diese Fläche 
durch die ausgezeichneten Kegelschnitte der Steinerschen Fläche 
geht. Weiterhin sagt die Gleichung aus: die zu einer Fläche A und 
einer Fläche [' gehörige harmonische Fläche ist eine Fläche zweiter 
Ordnung mit imaginären Erzeugenden, die zu einer Fläche B gehörige 
eine solche mit reellen Erzeugenden. In jedem Fall hat die Fläche 
ein zweidimensionales reelles Punktkontinuum. 

VI und VII sind zufolge ihrer geometrischen Bedeutung auch 
aufzufassen als Parameterdarstellungen der Steinerschen Fläche in 
Ebenenkoordinaten, oder bei Vertauschung der &, mit den kontra- 
gredienten Veränderlichen U, als Parameterdarstellungen der korre- 
lativen Fläche in Punktkoordinaten. Dabei ist zu beachten, daß in 
der Bildebene Punkte und Geraden der Unbestimmtheit auftreten. 
Punkte der Unbestimmtheit sind für VI die sechs Ecken des Vierseits, 
es fehlen in dieser Darstellung also die sechs Geraden der korrelativen 
Fläche, die ihre vier Doppelpunkte verbinden. Geraden der Unbe- 
stimmtheit sind in VII die drei Diagonalen des Vierseits, d. h. es fehlen 
in der Darstellung die drei Transversalen auf der korrelativen Fläche. 

Von den ausgezeichneten Punkten, Geraden und Ebenen seien 
hier nur diejenigen angegeben, die für alle drei Flächen reell sind. 

Der dreifache Punkt: 
el, +81, —=0. 


Die reellen Cuspidalpunkte: 
u Ale it, 
Die reellen Kanten des Tetraeders: 
Ph A il la el 
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Die Ausartungen vierter Ordnung der' Steiner. 
Bschen Elä‘’che. 


Ausartungen vierter Ordnung erhalten wir durch Projektionen 
aus Geraden, die die L,? zweipunktig oder dreipunktig berühren, ohne 
einen Punkt mit der F,? gemein zu haben, d. h. Geraden, für die zwei 
oder drei der mit ihnen vereinigt liegenden R, der ®,? koinzidieren. 
Eine reelle oskulierende Gerade kann nur einem Punkt des Konti- 
nuums Il auf L,? angehören, hingegen gibt es evident in jedem reellen 
Punkt der L,? reelle einfache Tangenten. Diese hängen ab von 7, 
jene von 6 Konstanten. Zu den entsprechenden Flächen gehört also 
eine eingliedrige oder eine zweigliedrige Gruppe, d. h. die Konstan- 
tenzahl der Flächen ist 14 und 13. Wir bezeichnen die Flächen mit 
®.ı, und ®,., Dabei sollen die Indizes die Parameterzahl der zu- 
gehörigen Gruppe angeben. Wir unterscheiden noch zwei Flächen 
Pur und ® ji, je nachdem die Projektionsgerade die L,? in einem 
Punkt des Kontinuums I oder in einem Punkt des Kontinuums I 
berührt. 


Das ebene Bild der Fläche ®4,. 


Das Bild der Fläche ®,,, ist charakterisiert durch ein Kegelschnitt- 
büschel, für das zwei der vier Basisgeraden zusammengefallen sind. 
Die Kurven des Büschels berühren drei feste Geraden und zwar die 
doppelt zu zählende in einem festen Punkt. Zwei Ecken des ursprüng- 
lichen Diagonaldreiecks koinzidieren in &,, die dritte Ecke ist der 
zu &, in bezug auf das Punktepaar ß,, B, konjugierte Punkt A. ß,, ß, ist 
‚das doppelt zu zählende Punktepaar. 

Die Fläche hat als Ort ihrer Ebenen drei Doppelebenen, von 
‚denen zwei sie längs eines Kegelschnitts, eine längs einer Doppelge- 
raden berühren. Diese Doppelgerade sei als ausgezeichnete Doppel- 
‚gerade, die entsprechende Doppelebene als ausgezeichnete Doppelebene 
bezeichnet. Der dreifache Punkt der Fläche liegt auf der ausgezeich- 
neten Doppelgeraden und fällt mit einem Cuspidalpunkt zusammen. 
Außerdem besitzt die Fläche noch eine zweite Doppelgerade, die wir 
‚als einfache Doppelgerade bezeichnen wollen, sie hat an allen Eigen- 
schaften einer Doppelgeraden auf der nicht ausgearteten Fläche teil, 
nur ist der dreifache Punkt in einen ihrer Verzweigungspunkte gerückt. 
Die Tangentialebenen des durch die ausgezeichnete Doppelgerade 
bestimmten Ebenenbüschels gehören alle zum dreifachen Punkt als 
'Cuspidalpunkt, die Tangentialebene in jedem andern Punkt dieser 
Geraden fällt, da sie zur parabolischen Kurve gehört, mit der ausgezeich- 
neten Doppelebene zusammen. Im Allgemeinen schneidet eine Tangen- 
tialebene die Fläche in zwei Kegelschnitten, die sich im Berührungs- 
punkt und auf der einfachen Doppelgeraden treffen, im Schnittpunkt 
mit der ausgezeichneten Doppelgeraden berühren. Die Ebenen 
durch eine Kante des von den drei Doppelebenen gebildeten Trieders, 
die in der ausgezeichneten Doppelebene liegt, schneiden in zwei Kegel- 
schnitten, die sich auf der einfachen Doppelgeraden treffen und die 
an der Kante des Trieders im Cuspidalpunkt oskulieren. Die beiden 
Kegelschnitte der Fläche in einer Ebene durch die nicht mit der aus- 
gezeichneten Doppelebene vereinigt liegenden Kante des Trieders 
berühren sich im zugehörigen Cuspidalpunkt und auch im Schnitt- 
punkt der Ebene mit der ausgezeichneten Doppelgeraden. Eine nicht 
berührende Ebene schneidet die Fläche in einer Kurve vierter Ordnung, 
von der zwei Zweige sich im Schnittpunkt der Ebene mit der ausge- 
‚zeichneten Doppelgerade berühren, und die auf der andern Doppel- 
geraden einen Doppelpunkt hat. Der von einem Punkt des R, aus- 
gehende Tangentialkegel berührt die Fläche längs einer Kurve sechster 
Ordnung, die durch die vier Cuspidalpunkte geht und in zweien von 
‚diesen, den Punkten B,, ß, in der Bildebene entsprechend, von 


den beiden Doppelebenen, die nicht zur Doppelgeraden gehören, vier- 
punktig berührt wird. Die Ebenen des von einem Punkt der Fläche 
ausgehenden Tangentialkegels berühren eine Kurve vierter Ordnung, 
beide Doppelgeraden sind ihre Tangenten, der dreifache Punkt ist 
Wendepunkt und die ausgezeichnete Doppelebene die zugehörige 
Wendeebene. Die asymptotischen Linien haben alle im dreifachen 
Punkt, der ein doppelt zu zählender Wendepunkt ist, die ausgezeich- 
nete Doppelgerade zur Tangente, die ausgezeichnete Doppelebene 
. zur Wendeebene. Die Fläche durchsetzt sich längs der einfachen, 
berührt sich längs der ausgezeichneten Doppelgeraden. 

Im Fall die beiden einfach zu zählenden Basisgeraden reell sind, 
wird das reelle Punktkontinuum der Bildebene durch diese in zwei 
Kontinua zerlegt: Von den Punkten des Scheitelraums, dem die Dia- 
gonale &,«, angehört, gehen Kegelschnitte des Büschels mit reellem 
Zug, also reelle Geradenpaare des konjugierten Gebüsches aus, von 
den Punkten des andern Scheitelraums imaginäre Kegelschnitte 
und konjugiert - imaginäre Geradenpaare. Die beiden ausgezeich- 
neten Kegelschnitte auf der ®,,,. trennen das hyperbolische vom 
elliptischen Punktkontinuum der Fläche. Beide Kontinua berühren 
sich längs der ausgezeichneten Doppelgeraden. Die Ebene des durch 
eine Doppelgerade bestimmten Ebenenbüschels schneidet die Fläche 
außer in dieser Doppelgeraden in einem Kegelschnitt durch den drei- 
fachen Punkt; dieser Kegelschnitt gehört für eine Ebene durch die 
einfache Doppelgerade in der Umgebung des dreifachen Punktes. 
dem elliptischen Punktkontinuum, für eine Ebene durch die ausge- 
zeichnete Doppelgerade ebendort dem hyperbolischen Punktkonti- 
nuum der Fläche an. Die den reellen Punkten der Fläche zugeord- 
neten 0°? Kurven vierter Ordnung, deren jede von den Ebenen des 
Tangentialkegels aus dem entsprechenden Punkt berührt wird, 
gehören in der Umgebung des dreifachen Punktes, mit dem sie alle 
incident sind, dem elliptischen, die asymptotischen Linien mit Aus- 
nahme der ausgezeichneten Doppelgeraden ebendort dem hyperbo- 
lischen Kontinuum der Fläche an. Die Fläche ist ganz in eins der 
vier von den drei Doppelebenen gebildeten Trieder eingeschlossen. 
In ihrer geometrischen Struktur ist die Fläche ® ,,, vor allem der Fläche 
B verwandt; man erhält sie, wenn man den dreifachen Punkt dieser 
Fläche auf den reellen Cuspidalpunkt, der ihren beiden konjugiert- 
imaginären Doppelebenen angehört, rücken läßt. ®,), ist Projektion 
der Jacobischen Fläche der rationalen Normalkurve vierter Ord- 
nung mit reellem Zug aus einem Punkt des Kontinuums I ihres. 
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Diskriminantenraumes und der Fläche ®, aus einem Punkt des Kon- 
tinuums I der Mannigfaltigkeit M, oder aus einem Punkt des R,P.. 

Die reellen Punkte der ®,,; sind ausschließlich hyperbolische 
Punkte, die Fläche wird also von jeder reellen Ebene in ihrem reellen 
Punktkontinuum getroffen. Die ausgezeichnete Doppelebene ist 
reell, die beiden andern Doppelebenen sind konjugiert-imaginär. Beide 
Doppelgeraden sind reell, und außer dem dreifachen Punkt ist der Cus- 
pidalpunkt, der der einfachen Doppelgeraden angehört, reell ; die beiden 
andern Cuspidalpunkte sind konjugiert-imaginär. Am anschaulichsten 
erscheint die Fläche als Ausartung der Fläche T', auf dieser ist der 
dreifache Punkt in einen reellen Cuspidalpunkt gerückt. ®4, ist 
Projektion der Fläche F, aus einem Punkt des Kontinuums II des 
Punktraums M,®, der Fläche ®, aus einem Punkt des Kontinuums II’ 
des Punktraums M, und schließlich der Fläche ®, aus einem Punkt 
des R,P:. 

Eine gemeinsame Darstellung beider Flächen ergibt sich bei 
Projektion aus der Verbindungsgeraden der Punkte: U,* —ell,* = 0 
und U,* =0. Der Bildraum sei gegeben durch seine beiden Glei- 
chungen: %,* —=0, &*=0. Es st e=+1 für die Fläche ®u,., 
e=—1 für die Fläche ®,,. 

Die Parameterdarstellung der Fläche ®, ist: 
I Ra X, EX 
& = X; 
X; =: V 2X,X, 
X, = y2 X;X,, 
die Gleichung der Fläche Day in Punktkoordinaten: 


11 KR 2 Kor — ek, —0, 
die Gleichung der Fläche ®,,, in Ebenenkoordinaten: 
III al los Sell. ze leV: 


Das Koordinatendreieck in der Bildebene ist- bestimmt durch 
die Punkte &,, @, und A. 
Das Kegelschnittbüschel ist: 


IV AU}? —EeU,2) + „U,UD, = 0. 
Die drei Basisgeraden sind: 
V X, + veXx; le —yeX, — ih 
Ra 0, 


Die letzte Gerade X, =0 ist doppelt zu zählen. Die Jacobische 
und Hermitesche Kurve des dem Punkt X entsprechenden Kegel- 
schnittbündels in der Bildebene sind durch ihre Gleichungen gegeben: 
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Die Jacobische Kurve: 
Mil KıX 2’ X, —KoX, (X? —eEeX,’) 
+; V2X%; (Kr ei) LK v2Xı X—0. 
Die Hermitesche Kurve: 
vi &ı y2U? U, —%, y2U2U, 
+ 830; (eU.? — U) + &, 01 (eV, 4 U—R 
Daraus ergibt sich die Gleichung der harmonischen Fläche: 
VII a en 
Diese Fläche ist ein Kegel, auf dem die parabolische Kurve der 
Fläche ®,,, liegt; die ausgezeichnete Doppelgerade ist eine Erzeu- 
gende, längs deren der Kegel von der ausgezeichneten Doppelebene 
berührt wird. Der Scheitel des Kegels ist U, = 0, dieser Punkt ist kon- 
jugiert zum dreifachen Punkt in bezug auf die beiden andern der 
ausgezeichneten Doppelgeraden angehörigen Cuspidalpunkte der Fläche 
Pay. U, = 0 ist der dreifache Punkt, U, =0 der auf beiden Flächen 
® 4) und ® ,,; reelleCuspidalpunkt, X, — 0 die ausgezeichnete Doppel- 
ebene. 


Das ebene Bild der Fläche ®,5,. 


Der zweiten Ausartung vierter Ordnung, der Fläche ®,,,, ent- 
spricht in der Bildebene ein Kurvenbüschel, dessen Kurven zwei feste 
Geraden berühren und in einem festen Punkt der einen oskulieren. 
Das Büschel ist also erst dann bestimmt, wenn außer den beiden Basis- 
geraden und dem festen Punkt ein Kegelschnitt gegeben ist, der beide 
Geraden, die eine im gegebenen Punkt, berührt. 

Die eine der beiden Doppelebenen der Fläche ®,, berührt sie 
längs ihrer einzigen Doppelgeraden, die andre längs eines Kegelschnitts. 
Von den beiden einzigen Öuspidalpunkten der Fläche fällt der eine 
mit dem dreifachen Punkt der Fläche zusammen. Die Schnittgerade 
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der beiden Doppelebenen und die Doppelgerade bestimmen je ein 
Büschel von Tangentialebenen, das zu je einem der beiden Cuspidal- 
punkte gehört. Eine Tangentialebene des ersten Büschels schneidet 
die Fläche in zwei Kegelschnitten, die im Cuspidalpunkt hyperos- 
kulieren, eine Tangentialebene des andern Büschels in der Doppel- 
geraden und einem sieim dreifachen Punkt berührenden Kegelschnitt. 
Eine Tangentialebene, die keinem der beiden Büschel angehört, schnei- 
det die Fläche in zwei Kegelschnitten, die im Schnittpunkt der Ebene 
mit der Doppelgeraden an der Doppelebene oskulieren und sich im 
Berührungspunkt treffen. Eine nicht berührende Ebene schneidet 
die Fläche in einer Kurve vierter Ordnung, deren zwei Zweige im 
Schnittpunkt der Ebene mit der Doppelgeraden oskulieren. Die 
asymptotischen Linien sind von der vierten Ordnung; der dreifache 
Punkt der Fläche ist für sie dreifach zu zählender Wendepunkt. Die 
Berührungspunkte der von einem Punkt des R, ausgehenden Tangen- 
tialebenen erfüllen eine Kurve sechster Ordnung, diese hat mit der 
einen Doppelebene im dreifachen Punkt der Fläche eine vierpunktige, 
mit der andern Doppelebene im Cuspidalpunkt eine sechspunktige 
Berührung. Für die Kurven vierter Ordnung, die von den Tangen- 
tialebenen aus einem Punkt der Fläche berührt werden, ist der drei- 
fache Punkt Wendepunkt und die entsprechende Doppelebene Wende- 
ebene. Auch hier trennt die parabolische Kurve, die Doppelgerade 
eingerechnet, ein hyperbolisches von einem elliptischen Punktkon- 
tinuum, beide Kontinua sind auf je einen der beiden durch die Basis- 
geraden bestimmten Scheitelräume abgebildet. Die Fläche ®,,, 
berührt und durchsetzt sich längs der Doppelgeraden, sie ist ganz 
in einen der beiden durch die Doppelebenen bestimmten Scheitel- 
räume eingeschlossen. Sie ist Projektion der F, aus einem Punkt der 
Tangentenfläche der zugehörigen Normalkurve vierter Ordnung, 
der ®, aus einem Punkt einer der beiden ausgezeichneten Tangential- 
ebenen in ihren Verzweigungspunkten. Man erhält die Fläche ®, 
als Ausartung der Fläche B, wenn man auf dieser die reelle Doppel- 
gerade auf die reelle Doppelebene rücken läßt. 
Wir projizieren aus der Geraden: U,* + y2u,* = IE > 
Inden B.: %,7 =0, X" —=0. Wir erhalten folgende Formen: 
Die Parameterdarstellung der Fläche ®,: 


1 KEeXrpexN,X, 
Ko => X, 
X 7 X, 


&, = JORERE. 
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Die Gleichung der Fläche ® ,, in Punktkoordinaten: 


11 Kr (Kr — RK) t Er (af —Kık) =0 
Die Gleichung der Fläche ®,, in Ebenenkoordinaten: 
11 U + 21,1? —4UU;U; —0. 


In der Bildebene sind die beiden Basisgeraden und irgend eine 
Gerade durch &, die Seiten des Koordinatendreiecks. 
Das Kegelschnittbüschel ist: 


IV AU}?+ 2U,;U,) + pU,U, =0. 
Die beiden Basisgeraden sind: 
V Ne Ker=08 


X,—=0 ist die dreifach zu zählende Basisgerade. Zu dem durch 
einen Punkt X bestimmten Kegelschnittbündel in der Bildebene gehört 
die Jacobische Kurve: 

vI K12X,X3’+ K,X,’ 
+ & X, (2X? + X3X,) —K,2 /2XıX2X, u 
die Hermitesche Kurve: 
VII K,URVU, RU 
— &,U,(U,? — U;U,) — X, y2 0,6 U? —U;UV, =0. 
Die harmonische Fläche: 
WELT 2 —2X%, = 0 
ist ein Kegel zweiter Ordnung, auf dem der ausgezeichnete Kegel- 
schnitt und die Doppelgerade als Erzeugende liegt; längs dieser Ge- 
raden wird der Kegel von der entsprechenden Doppelebene berührt. 
Der Scheitel des Kegels ist der dreifache Punkt U, = 0, der andere 
Cuspidalpunkt ist U, =0. X, = 0 ist die mit der Doppelgeraden 
vereinigt liegende Doppelebene, X, = 0 ist die andere Doppelebene. 
Diese Ausartungen vierter Ordnung der Steinerschen Fläche 
haben mit der allgemeinen Fläche die Eigenschaft gemein, Doppel- 
flächen zu sein. Die Konstantenzahl einer Kurve von gegebener Ord- 
nung und gegebenem Geschlecht ist auf allen Flächen dieselbe. 


8 4. 


Die Ausartungen dritter Ordnung der Steiner. 
schen Fläche. 


Die Projektionsgerade hat mit der Normalfläche einen Punkt 
gemein, dadurch erniedrigt sich die Ordnung der projizierten Fläche 
um eins. Je nachdem nun die Projektionsgerade die L,?’ noch in 
einem zweiten getrennt liegenden Punkt schneidet oder sie im Punkt 
der F,? berührt, erhalten wir zwei verschiedene Flächen dritter Ord- 


MT ae 


nung, deren eine von 13, die andre von 12 Konstanten abhängt; zu 
dieser gehört eine dreigliedrige, zu jener eine zweigliedrige Gruppe, 
wir bezeichnen die Flächen entsprechend mit I, und Wa). Je 
nachdem der zweite Schnittpunkt der Projektionsgeraden mit der 
L,?’ dem Punktkontinuum I oder II angehört, unterscheiden wir die 
Flächen W,, nnd Wo. 


Das ebene Bild der Fläche W.,. 


Das der Fläche W,,, entsprechende Kegelschnittbüschel in der 
Bildebene besteht aus Kegelschnitten, die zwei feste Geraden in zwei 
festen Punkten berühren, zu ihnen gehört der Schnittpunkt der beiden 
Basisgeraden als Doppelpunkt; deuten wir also die Kegelschnitte 
des Büschels als Ordnungskurven, so sind die 00! Geraden durch 
diesen Punkt als Doppelgeraden mitzurechnen. Alle Kurven des 
konjugierten Gebüsches gehen durch den Doppelpunkt des Büschels, 
der das Bild des mit der Projektionsgeraden incidenten Punktes der 
Normalfläche ist. Die projizierte Fläche ist nicht mehr Trägerin 
eines ternären Gebietes, der Doppelpunkt des Büschels ist Punkt 
der Unbestimmtheit, er ist das Bild von 00! Punkten der Fläche, 
die einer Geraden angehören; diese Gerade ist Projektion des R,, der 
die Projektionsgerade mit der Tangentialebene seines Schnittpunktes 
mit der F,* verbindet. Die oo! Geraden durch den Doppelpunkt des 
Büschels sind Bildgeraden der 00! Erzeugenden der Fläche: Die Wo, 
ist die allgemeine Regelfläche dritter Ordnung des R,, deren Leit- 
geraden der Punkt der Unbestimmtheit in der Bildebene entspricht, 
deren Doppelgerade die das Punktepaar des Büschels verbindende 
Gerade zum Bild hat. Die beiden Verzweigungspunkte der Doppel- 
geraden, die Cuspidalpunkte der Fläche, sind auf die Punkte dieses 
Punktepaares abgebildet. Jeder Erzeugenden entspricht eine zweite, 
die sie im Schnittpunkt mit der Doppelgeraden trifft. Eine Tangen- 
tialebene schneidet die Fläche i. A. in einer Erzeugenden und einem 
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Kegelschnitt, die sich im Berührungspunkt und auf der Doppelge- 
raden treffen. Die Tangentialebenen in den Punkten einer Erzeu- 
genden bilden ein Büschel. Durch einen Cuspidalpunkt der Fläche 
geht eine Erzeugende, die mit ihrer entsprechenden zusammenfällt, 
diese Erzeugende bestimmt ein Büschel von Tangentialebenen, die 
alle zum Cuspidalpunkt gehören; zwei unter diesen Ebenen sind aus- 
gezeichnet: die Ebene, die mit der Leitgeraden und die Ebene, die 
mit der Doppelgeraden vereinigt liegt; die erstere berührt die Fläche 
längs der Erzeugenden, ist also Tangentialebene für jeden Punkt 
der Erzeugenden, die letztere und die entsprechende Tangentialebene 
im andern Cuspidalpunkt sind die Doppelelemente der Involution des 
Ebenenbüschels durch die Doppelgerade, deren Ebenenpaare den 
Punkten der Doppelgeraden als Tangentialebenen zugeordnet sind; 
eine solche Tangentialebene schneidet die Fläche außer in der Doppel- 
geraden noch in einer Erzeugenden. Die Leitgerade bestimmt eben- 
falls ein Büschel von Tangentialebenen, deren jede zu zwei Punkten 
gehört und die Fläche in zwei Erzeugenden schneidet, die durch die 
Doppelgerade einander zugeordnet sind; die beiden Berührungspunkte 
sind Punktepaare einer Involution auf der Leitgeraden, die von den 
Ebenenpaaren der schon erwähnten Involution des Ebenenbüschels 
durch die Doppelgerade ausgeschnitten werden. 

Auf der Fläche W,,, liegen Kurven jeder Ordnung, alle Kurven 
nt Ordnung in der Bildebene, die m-fach durch den Bildpunkt 
der Leitgeraden gehen, sind Bilder von Kurven (2n—m)'® Ordnung 
auf der Fläche. Das Geschlecht der Kurven stimmt wie bisher mit 
dem Geschlecht der Bildkurve überein. Es liegen demnach auf der 
Regelfläche dritter Ordnung nur Kurven vierter Ordnung vom Ge- 
schlecht 0 und zwar 00°, die die Leitgerade nicht treffen und auf die 
Kegelschnitte in der Bildebene abgebildet sind, die nicht durch den 
Bildpunkt der Leitgeraden gehn, und 00%, die von der Leitgeraden 
in zwei Punkten getroffen werden, denen also die ebenen Kurven 
dritter Ordnung entsprechen, die im Bildpunkt der Leitlinie einen 
Doppelpunkt haben. Die o0* Kegelschnitte, die zum Doppelpunkt 
aber nicht zum Punktepaar des Büschels konjugiert sind, sind die 
Bilder der o0* kubischen Raumkurven auf der Fläche. 

Die Erzeugenden stellen eine Schar der asymptotischen Linien 
der Fläche dar, die andre Schar besteht aus Kurven vierter Ordnung, 
für die je zwei Wendepunkte in den Cuspidalpunkten der Fläche 
koinzidieren; die diese Punkte mit der Leitgeraden verbindenden 
Ebenen sind die zugehörigen Wendeebenen. Der von einem Punkt 
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des R, ausgehende Tangentialkegel berührt die Fläche längs einer 
Kurve vierter Ordnung, die für einen Punkt der Fläche in die zuge- 
hörige Erzeugende und eine Raumkurve dritter Ordnung zerfällt. 
Die Fläche ums, ist zu sich selbst korrelativ. 

Die Fläche W.,; unterscheidet sich nur dadurch von der Fläche 
Way, daß ihre beiden Cuspidalpunkte und die zugehörigen Erzeu- 
genden konjugiert-imaginär sind. Beide Flächen sind Projektionen 
der Fläche F, im R, aus einem ihrer Punkte, der für Ws, dem Kon- 
tinuum ]1, für Wi dem Kontinuum 2 angehört, und der Normal- 
regelfläche dritter Ordnung aus einem Punkt des R,, von dem für We,r 
zwei reelle, für W.,; zwei konjugiert-imaginäre Tangentialebenen 
ausgehen. Außerdem ist die Fläche Ws, Projektion der ®, und die 
Fläche W,, Projektion der ®; im R, aus einem Punkt der Fläche, 
der nicht ihrer Doppelgeraden angehört. 

Die Projektionsgerade sei gegeben durch ihre beiden Gleichungen: 
U,* —ell,* = 0, U,* = 0 und der Bildraum durch die beiden Glei- 
chungen: &,* = 0, &,* =0. Füre =- 1 erhalten wir die Darstellung 


der Fläche W,,,, für e = —1 die der Fläche W.,. Es ist 
die Parameterdarstellung der Fläche W,,: 
1 & = X’ + EX 
Ko 7 V 2X,X, 
ee - V2aX3X, 
Kr V2XıX; 


T’wird unbestimmt für‘ das Tripel X, :X,:X, =0:0:1, diesem 
Tripel entspricht in der Bildebene der Doppelpunkt des Büschels, 
d. h. die Leitgerade der Fläche W,,, ist nicht in der Darstellung I 
enthalten. 

Die Gleichung der Fläche W,, in Punktkoordinaten: 


181 Ku Kı + £ Krk —V2Kı Koks == 0. 
Die Gleichung der Fläche Ws, in Ebenenkoordinaten: 
III U,Us°+ e U,U,° —e y2UzU,U, —0. 


Der Doppelpunkt des Kegelschnittbüschels und zwei in bezug 
auf das Punktepaar des Büschels konjugierte Punkte bestimmen 
das Koordinatendreieck in der Bildebene. 

Das Kegelschnittbüschel ist: 


IV Ais2re le, 0, 
Die beiden Basisgeraden sind: 
Ve N +yeX; = x —yeX, =); 


Die dem Punkt X in bekannter Weise entsprechenden Kurven 


a 


dritter Ordnung und dritter Klasse, von denen die letztere zerfällt, 
sind folgende: 
Die Jacobische Kurve: 
VI KıyY2a XXX; + Kakı (eXı? — X’) 
—&;X, (y2 Ze —X) RR II 
Die Hermitesche Kurve: 
VII U, (Kı Yu, + & U, U, 
Herr UF eU,2)} —(. 
Die harmonische Fläche: 
VIII Kr —2EeX2 = (Kı + Y2ekı) (Kı —yY2eR,) =. 
zerfällt in ein Ebenenpaar, es ist das Paar der ausgezeichneten Tan- 
gentialebenen, die die Fläche längs der beiden Erzeugenden durch 
die Cuspidalpunkte berühren. 
Die Doppelgerade der Fläche ist: U, =0, U, =. 
Die Leitgerade der Fläche ist: 1, =0, U, =0. 


Das ebene Bild der Fläche Ws). 


Die Fläche W,, ist ein Spezialfall der Fläche Wa. Die Kon- 
stantenzahl der Kurven gleicher Ordnung und gleichen Geschlechts 
ist auf beiden Flächen dieselbe. Auf der Projektionsgeraden rückt 
der Punkt der L,? auf die F,*, in der Projektion fällt die Doppelgerade 
mit der Leitgeraden zusammen. Diese Ausartung der allgemeinen 
Regelfläche dritter Ordnung ist als Cayleysche Fläche bekannt. 

Das Kurvenbüschel in der Bildebene besteht aus den 001 Kegel- 
schnitten, die in einem festen Punkt an einer gegebenen Geraden 
untereinander hyperoskulieren; das Büschel ist erst bestimmt, wenn 
außer Punkt und Gerade eine die Gerade im festen Punkt berührende 
Kurve gegeben ist. Der Berührungspunkt ist der Punkt der Unbe- 
stimmtheit in der Abbildung, ihm entsprechen &! Punkte der Fläche, 
die ihre Leitgerade, die zugleich Doppelgerade ist, erfüllen. Umge- 
kehrt entspricht jedem Punkt der Leitgeraden ein Punktepaar in der 
Bildebene, eben der Berührungspunkt und ein weiterer Punkt der 
Basisgeraden; der letztere fällt mit dem Berührungspunkt zusammen 
für den einzigen Cuspidalpunkt der Fläche. Auch hier sind wieder 
alle ebenen Kurven, die m-fach durch den Berührungspunkt, den 
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Doppelpunkt des Kegelschnittbüschels, gehen und von der nten 
Ordnung sind, Bilder von Kurven (2 n—m)te Ordnung auf der Fläche. 
Den Geraden durch den Doppelpunkt des Kegelschnittbüschels ent- 
sprechen die Erzeugenden der Fläche. Alle Ebenen des durch die 
Doppelgerade bestimmten Büschels sind Tangentialebenen für den 
Cuspidalpunkt und je einen weiteren Punkt der Geraden, sie schneiden 
die Fläche außer in der Doppelgeraden in einer Erzeugenden; rückt 
der variable Punkt in den Cuspidalpunkt, so fällt die Erzeugende 
mit der Doppelgeraden zusammen, die zugehörige ausgezeichnete 
Tangentialebene berührt die Fläche längs der Doppelgeraden, gehört 
also jedem ihrer Punkte als zweite Tangentialebene an. Eine nicht 
mit der Doppelgeraden vereinigt liegende Tangentialebene schneidet 
die Fläche in einer Erzeugenden und in einem Kegelschnitt, die sich 
im Berührungspunkt und auf der Leitgeraden treffen. Der Tangen- 
tialkegel aus einem Punkt des R, berührt längs einer Kurve vierter 
Ordnung, die ausgezeichnete Tangentialebene im Cuspidalpunkt ist 
ihre Wendeebene, der Cuspidalpunkt ihr Wendepunkt; für einen Punkt 
der Fläche zerfällt sie in die Erzeugende und eine Kurve dritter Ord- 
nung, für die dieselbe Ebene Schmiegungsebene im Cuspidalpunkt ist; 
die gleiche Eigenschaft hat diese Ebene für die oo! Kurven dritter 
Ordnung, die die eine Schar der asymptotischen Linien der Fläche 
darstellen, die andere Schar besteht aus den Erzeugenden. Auch 
die Cayleysche Fläche ist zu sich selbst korrelativ. Sie ist Projektion 
der Jacobischen Fläche der rationalen Normalkurve vierter Ordnung 
aus einem Punkt der Normalkurve und der Normalregelfläche dritter 
Ordnung aus einem Punkt der Mannigfaltigkeit Q@. 

Wir projizieren aus der Geraden: U,* — y2u,* = elle) 
in den R, :%,* =0, &,* =0. Wir erhalten dann folgende Formen: 

Die Parameterdarstellung der Ws): 


I N 


Die Gleichung der Fläche W‘,, in Punktkoordinaten: 
1 2 KıXsKı t 2 KK, — > 
Die Gleichung der Fläche W,,;, in Ebenenkoordinaten: 
III 2UMU; U, FT 2 WU. FU? =. 
In der Bildebene ist die Basisgerade Seite, der Berührungspunkt 
des Kegelschnittbüschels eine Ecke des Koordinatendreiecks. 


Das Kegelschnittbüschel ist: 


IV MU2+2QU,U,) HR U2—=0. 
| Die Basisgerade ist: 
v 3 il 


Das zum Büschel konjugierte Kegelschnittbündel, das dem Punkt 
X entspricht, bestimmt folgende Kurven: 


Die Jacobische Kurve: 


VI. KVOXXE HR OX, (X X) 

Sr KyX,? — &ıX; (2 xX,? = X,X,) —(. 

Die Hermitesche Kurve: 
VII U, [£, J2U,U;, —%, Y2ULU, 
+ 8%, 02 —%, (U? —- WU, 0. 
Die harmonische Fläche: 

vll 0 
reduziert sich auf eine Doppelebene, es ist die Ebene, die die Fläche 
Ws, längs ihrer Doppelgeraden berührt. Sie wird von der Ebene 
X, = 0 in dieser Doppelgeraden geschnitten, deren Verzweigungs- 
punkt U, = 0 ist. 

Die Steinersche Fläche wie auch ihre bisher besprochenen Aus- 
artungen sind auffaßbar als Projektionen der Jacobischen Fläche der 
rationalen Normalkurve vierter Ordnung im R,; es ist zu beachten, 
daß dabei auf jeder dieser Flächen eine ihrer asymptotischen Linien, 
eben die Projektion der Normalkurve, ausgezeichnet ist, mit an- 
dern Worten, daß. wir bei festem Projektionszentrum im R, 
die projizierte Fläche auf oo! Weisen als Projektion der Jacobi- 
schen Fläche einer rationalen Normalkurve vierter Ordnung auf- 
fassen können; nur unter Berücksichtigung dieser Tatsache kommen 
wir wieder auf die richtige Konstantenzahl der projizierten Fläche. 
Die Raumkurven vierter Ordnung auf allen diesen Flächen sind sämt- 
lichst vom Geschlecht 0. Die Theorie jeder einzelnen dieser Flächen 
ist äquivalent der Theorie eines speziellen Gebüsches von Kurven 
dritter Ordnung, das in jedem Fall unter VI angegeben ist. Dieses 
Gebüsch der Jacobischen Kurven bestimmt eindeutig umkehrbar 
das Gebüsch der Hermiteschen Kurven dritter Klasse; die Hermite- 
schen Kurven zerfallen in den beiden letzten Fällen, wir können na- 
türlich auch vom Gebüsch dieser Kurven ausgehend eine Theorie 
der Fläche begründen. 


Die Ausartungen zweiter Ordnung der Steiner- 
schen Fläche. 


Die drei möglichen Ausartungen zweiter Ordnung erhält man durch 
Projektion aus einer der drei in $3 des ersten Kapitels besprochenen 
speziellen Geraden. Eine besondere Stellung unter allen Ausartungen 
überhaupt nimmt die Projektion aus einer die F,* nicht berührenden 
Geraden zweiter Art auf L,? ein, sie soll zunächst behandelt werden. !) 
Sie läßt sich einerseits zu den Ausartungen vierter Ordnung rechnen, 
mit denen sie die Eigenschaft gemein hat, Projektion aus einer Ge- 
raden zu sein, die die F,? in keinem Punkt trifft; wir erhalten auch 
im gewissen Sinn eine Fläche vierter Ordnung, sofern wir nämlich 
eine doppelt überdeckte Fläche zweiter Ordnung als eine. solche auf- 
fassen, ferner treten auch in diesem Fall bei der ebenen Abbildung 
Punkte der Unbestimmtheit nicht auf. Ebenso wie bei den Ausar- 
tungen vierter Ordnung ist auch hier die harmonische Fläche irre- 
duzibel. Obgleich die Projektionsgerade eine äußere Gerade ist, er- 
halten wir eine Fläche, die von jeder reellen Ebene des R, in ihrem 
reellen Punktkontinuum getroffen wird. Diese Projektion hat als 
einzige die Eigenschaft, daß das Geschlecht der auf ihr liegenden Kur- 
ven mit Ausnahme von speziellen Fällen nicht mit dem Geschlecht 
der Bildkurven übereinstimmt. 

Der Projektionsgeraden entspricht in der Bildebene ein Kegel- 
schnittbüschel, das lediglich aus Punktepaaren besteht, diese haben 
einen Punkt, den Basispunkt, gemein, die zweiten Punkte laufen auf 
einer Geraden, der Basisgeraden, die nicht mit dem Basispunkt in- 
cident ist. Ergänzen wir das Kegelschnittbüschel durch einen Punkt 
der Ebene, als Doppelpunkt betrachtet, zu einem Bündel, so enthält 
das Bündel stets noch einen zweiten Doppelpunkt, der mit dem ge- 
gebenen Punkt und dem Basispunkt auf einer Geraden liegt und zu 
ihm konjugiert ist in bezug auf den Basispunkt und den Schnittpunkt 
der Geraden mit der Basisgeraden, d. h. jede die Projektionsgerade 
mit einem Punkt der Normalfläche verbindende Ebene schneidet 
diese Fläche noch in einem zweiten Punkt, beide vereinigen sich. zu 
einem Punkt auf. der Projektion, insbesondere vereinigen sich zwei 
konjugiert-imaginäre Punkte der F,*, die von einer äußeren Ebene 


1) In der auf Seite 49 zitierten Darstellung von Study ist diese Aus- 
artung übersehen worden. 
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durch die Projektionsgerade ausgeschnitten werden, zu einem reellen 
Punkt der projizierten Fläche; daraus folgt: alle mit der Projektions- 
geraden vereinigt liegenden reellen R, werden in Ebenen projiziert, 
die die Fläche im R, in ihrem reellen Punktkontinuum treffen. Jedem 
Punkt in der Bildebene entspricht eindeutig ein Punkt auf der Fläche, 
umgekehrt ist aber jedem Punkt der Fläche ein Punktepaar in der Bild- 
ebene zugeordnet, dessen Punkte nur in speziellen Fällen koinzidieren. 
Wir wollen die Punkte eines solchen Paares zueinander konjugiert 
nennen. Durch diese Zuordnung erscheint die Bildebene auf sich selbst 
abgebildet, wir haben es im projektiven Sinn mit einer Spiegelung 
an der Basisgeraden zu tun. Jeder Kurve in der Ebene entspricht 
in dieser Zuordnung eine zweite Kurve, die wir als die zur ersten kon- 
jugierte Kurve bezeichnen wollen. Eine ebene Kurve n!® Ordnung, 
die mit ihrer konjugierten Kurve zusammenfällt, die also in diesem 
Sinn zu sich selbst konjugiert ist, bildet die entsprechende Kurve auf 
der Fläche zweifach ab, die Raumkurve ist also offenbar auch von 
der n!®® Ordnung. Alle Kurven des Gebüsches sind zu sich selbst 
konjugiert: Eine Ebene schneidet also die Fläche in einem Kegel- 
schnitt, d. h. die Fläche ist von der zweiten Ordnung; da in der ebenen 
Abbildung Punkte der Unbestimmtheit nicht vorkommen, kann es 
sich nur um einen Kegel zweiter Ordnung handeln, was das ebene 
Bild sofort bestätigt: Zu den Kurven des zum Kegelschnittbüschel 
konjugierten Gebüsches gehören die oo! Geraden durch den Basis- 
punkt als Doppelgeraden, diese sind die Bilder der Erzeugenden der 
Fläche, die alle durch einen Punkt, den Scheitel des Kegels, gehen; 
der Bildpunkt des Scheitels ist also der Basispunkt. Auch die Basis- 
gerade gehört zum Gebüsch, sie ist im besonderen Sinn zu sich selbst 
konjugiert, sie bildet die ihr entsprechende Kurve auf der Fläche 
nur einfach ab, ist also das Bild eines ebenen Schnittes, der nicht 
mit dem Scheitel incident ist, die zugehörige Ebene ist ausgezeichnet. 
Kegel und Ebene haben die Konstantenzahl 11, was mit der Kon- 
stantenzahl der Projektion übereinstimmt. 

An ausgearteten Kurven gehören zum Gebüsch außer den oo! 
Doppelgeraden durch den Basispunkt die 00° Geradenpaare, die ihren 
Doppelpunkt im Basispunkt haben — sie sind die Bilder der ebenen 
Schnitte durch den Scheitel des Kegels — und die 00° Geradenpaare, 
die zu je ©! zu einem Punkt der Basisgeraden als ihrem Doppelpunkt 
gehören und Geradenpaare sind einer Involution, deren Doppelele- 
mente die Basisgerade und die Verbindungsgerade des betreffenden 
Punktes mit dem Basispunkt sind; diesen letzten 00° Geradenpaaren 
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entsprechen die Ebenen, die mit einer Tangente des Kegels in der 
ausgezeichneten Ebene vereinigt liegen. 

Eine Kurve n‘® Ordnung in der Bildebene ist i. A. nicht zu 
sich selbst konjugiert, sie ist das Bild einer Kurve 2nf® Ordnung 
gleichen Geschlechts auf der Fläche, die aber speziell ist, da sie eine 
spezielle Lage zur ausgezeichneten Ebene hat. Eine nicht speziali- 
sierte Kurve n!® Ordnung auf dem Kegel hat dagegen zum Bild 
eine Kurve n“" Ordnung in der Bildebene, die zu sich selbst kon- 
jugiert ist und deren Geschlecht für n>2 nicht übereinstimmt mit 
dem Geschlecht der Kurve auf dem Kegel, wie sich auf Grund der 
Plückerschen Gleichung für das Geschlecht p einer ebenen Kurve leicht 
nachweisen läßt. So sind z. B. die auf dem Kegel liegenden %5 ku- 
bischen Raumkurven abgebildet auf Kurven dritter Ordnung vom 
Geschlecht 1, für die der Basispunkt Wendepunkt und die Basisgerade 
die diesem Wendepunkt zugeordnete harmonische Gerade ist, alle 
diese ebenen Kurven sind zu sich selbst konjugiert und bilden ein 
lineares System sechster Stufe. 

Eine Gerade zweiter Art im R, ist: U,* = 0, U,* = 0. Wir pro- 
jizieren aus dieser Geraden in den Bildraum: £,* = 0, X&,* =0. In 
der Bildebene ist X, =0 die Basisgerade, U, =0 der Basispunkt 
und U, (AU, -+ aU,) =0 das Kegelschnittbüschel. Es ist dann 

die Parameterdarstellung der Fläche: 
I &ı = X, X; = X, 
ee 
Wie zu erwarten ist, kommt jeder Punkt der Fläche in der Dar- 
stellung I zweimal vor, der gleiche Punkt entspricht dem Tripel X, 
:X,:X, und dem Tripel X, :— X, :—X,. Aus I ergibt sich 
die Gleichung der Fläche: 
II I er 

&, =0 ist die ausgezeichnete Ebene, U, =0 der Scheitel des 
Kegels. Den in den letzten $$ mit VI und VII bezeichneten Gleichun- 
gen entsprechen hier folgende: 

III RS [X X,? + £, X? — X, V2X,X;} =,0, 
IV U, [X U}? — KU,’ — 8; U — &, y2U;U;} ed 
Die geometrische Bedeutung dieser Gleichungen ist evident, wir 
erhalten aus ihnen 
die Gleichung der harmonischen Fläche: 
V FE u A 
Die harmonische Fläche ist irreduzibel und fällt mit der Pro- 
jektion der Normalfläche zusammen. 


en 


Es mögen hier noch die 00% kubischen Raumkurven angegeben 
sein, die auf der Fläche liegen. Das fünffach unendliche lineare Sy- 
stem von Kurven dritter Ordnung in der Ebene, die zu sich selbst 
konjugiert sind, ist folgendes: 

aXy° + agXy’X, + a5 X,X,"+ a,X,° 
— a, X RX, — X. RX, =. 

Die a, sind die Parameter des linearen Systems. Die entspre- 
chende Kurve auf der Fläche ist für konstante Werte a, mithin ge- 
geben durch die Parameterdarstellung: 

&, = a,b? + Agtytg + Agbıta’ + autz? 

K, = A567? + Asty?tz 

Kz = Aastyıtz? + asty? 

Kraus at 


Projizieren wir nun aus einer Geraden erster Art auf L,’ im R,„, 
die nicht Tangente der F,? ist, so haben wir in der Bildebene ein Kegel- 
schnittbüschel vor uns, das aus Punktepaaren der Involution auf 
einer Geraden mit getrennten Doppelelementen besteht. Die Gerade 
bezeichnen wir als Basisgerade, die Doppelpunkte der Involution 
als Basispunkte. Je nachdem diese Basispunkte reell oder konju- 
giert-imaginär sind, d.h. je nachdem wir aus einer inneren oder äußeren 
Geraden erster Art projizieren, erhalten wir eine Fläche zweiter Ord- 
nung mit zwei Scharen reeller oder zwei Scharen imaginärer Erzeu- 
genden. 

Jede Kurve n‘* Ordnung in der Bildebene, die m-fach durch den 
einen, m’-fach durch den andern Basispunkt geht, ist das Bild einer 
Kurve von der Ordnung 2n—(m + m’) auf der Fläche. Wie auf allen 
Projektionen der Normalfläche, mit Ausnahme der zuletzt betrachteten, 
stimmt das Geschlecht der Kurve auf der Fläche mit dem Geschlecht 
der Bildkurve überein. Das zum Kegelschnittbüschel konjugierte 
Gebüsch ist durch die beiden Basispunkte bestimmt. Jedem Punkt, 
der nicht auf der Basisgeraden liegt, ist eindeutig ein Geradenpaar 
des Gebüsches zugeordnet, die Geraden sind die Bilder der beiden 
Erzeugenden, in denen die entsprechende Tangentialebene die Fläche 
schneidet. Zum Gebüsch gehört die Basisgerade, ihren 001 Punkten, 
mit Ausnahme der Basispunkte, entspricht ein einziger Punkt der 
Fläche, der ausgezeichnet ist, während sonst jedem Punkt der Fläche 
nur ein Punkt der Bildebene zugeordnet ist. Umgekehrt aber ent- 
sprechen den beiden Basispunkten je oo! Punkte der Fläche, die den 
beiden durch den ausgezeichneten Punkt gehenden Erzeugenden 


angehören. Außer den schon erwähnten Geradenpaaren gehören 
zum Gebüsch noch &? Geradenpaare, die aus einer beliebigen Ge- 
raden und der Basisgeraden bestehen, sie sind die Bilder der 00°? ebenen 
Schnitte durch den ausgezeichneten Punkt. Die Abbildung der Fläche 
zweiter Ordnung auf die Ebene ist im projektiven Sinn eine stereo- 
graphische Projektion, der ausgezeichnete Punkt ist das Projektions- 
zentrum. 

Eine Gerade erster Art im R, hängt ab von vier Konstanten, 
zur Projektion gehört also eine viergliedrige Gruppe, diese führt die 
Fläche zweiter Ordnung und den ausgezeichneten Punkt auf ihr in 
sich über. 

Kurven n‘® Ordnung a.L. in der Bildebene entsprechen auf 
der Fläche Kurven 2nt® Ordnung, die eine spezielle Lage haben, 
sie gehen n-fach durch den ausgezeichneten Punkt. Eine Kurve nt* 
Ordnung a. L. auf der Fläche ist dagegen abgebildet auf eine ebene 
Kurve nt® Ordnung, die die Basisgerade nur in den beiden Basis- 
punkten trifft, für die also m-+ m’ —=n ist. So haben die kubischen 
Raumkurven auf der Fläche zum Bilde die ebenen Kurven dritter 
Ordnung, die durch beide Basispunkte gehen und in einem ihren Doppel- 
punkt haben. Nicht ausgeartete Kurven vierter Ordnung vom Ge- 
schlecht O0 sind abgebildet auf Kurven vierter Ordnung, die dreifach 
durch den einen, einfach durch den andern Basispunkt gehen; daraus 
folgt: eine solche Kurve wird von jeder Erzeugenden der einen Schar 
nur in einem Punkt getroffen, während die Erzeugenden der andern 
Schar ihre Trisekanten darstellen; eine Kurve vierter Ordnung zweiter 
Spezies kann also nur auf einer Fläche zweiter Ordnung liegen. 
Ebene Kurven vierter Ordnung vom Geschlecht 0, die zwei Doppel- 
punkte in den Basispunkten haben, sind Bilder von ausgearteten ra- 
tionalen Kurven vierter Ordnung mit Doppelpunkt, ebensolche ebene 
Kurven vom Geschlecht 1 Bilder der Kurven vierter Ordnung erster 
Spezies auf der Fläche. ; 

Wir projizieren aus der Geraden: U,*+ el,*=0, U*=0 
in den R;:%,* —=0, &* =0. Fürs =-+-1 erhalten wir die Dar- 
stellung der Fläche zweiter Ordnung mit reellen Erzeugenden, für e = 
' —1 die mit imaginären Erzeugenden. In der Bildebene ist X, = 0 
die Basisgerade, zwei in bezug auf die Basispunkte konjugierte Punkte 
sind Koordinatenecken. Es ist 

die Parameterdarstellung der Fläche: 
I = X —eX,: K- V2XoX; 
Ko Kı = y2X;X.. 


BAD 


I wird unbestimmt für X,:X,:X;,=1: Je: O und für X,:X,:X, 
—=1:—ye:0. Aus I ergibt sich 
die Gleichung der Fläche: 
I En = 
U, = 0 ist der ausgezeichnete Punkt auf der Fläche. 
Aus den beiden Gleichungen: 
ll X, X? er Ro Te N V2X,X, ar K,Eey2X,X,} —(, 
IV (U? —EU/) [X y2U, +8%09;+ KU} N | 
erhalten wir 
die Gleichung der harmonischen Fläche: 
V Kar 
Diese Fläche reduziert sich also auf eine Doppelebene, es ist 


die Tangentialebene der Fläche zweiter Ordnung im ausgezeichneten 
Punkt. 


Wie wir die Tangente der F,* im R, als Grenzfall sowohl einer 
Geraden zweiter als auch einer Geraden erster Art auf L,? ansehen 
konnten, so ist auch die Projektion aus einer Tangente der F,? auf- 
zufassen als Grenzfall der beiden zuletzt betrachteten Projektionen. 
In der Bildebene ist im ersten Fall der Basispunkt auf die Basisgerade, 
sind im zweiten Fall die beiden Doppelelemente der Involution zu- 
sammengerückt. Auf der Fläche wird im ersten Fall die ausgezeich- 
nete Ebene zur Tangentialebene, im zweiten Fall fallen die beiden 
Scharen der asymptotischen Linien zusammen. Wir haben in der 
Bildebene ein Kegelschnittbüschel, das aus allen Punktepaaren einer 
Geraden, der Basisgeraden, besteht, die einen Punkt, den Basispunkt, 
gemein haben. 

Kurven n" Ordnung in der Bildebene, die m-fach durch den 
Basispunkt gehen und in diesem Punkt die Basisgerade in m’ Zweigen 
berühren, sind Bilder von Kurven der Ordnung 2n—(m + m’) auf 
der Fläche. Die 00% Kegelschnitte, die die Basisgerade im Basispunkt 
berühren, repräsentieren die ebenen Schnitte, zu diesen gehören die 
oo! Erzeugenden, die abgebildet sind auf das Strahlenbüschel durch 
den Basispunkt. Den o0! Punkten der Basisgeraden, mit Ausnahme 
des Basispunktes, entspricht nur ein einziger Punkt, der ausgezeichnete. 
Punkt auf der Fläche; der Basispunkt ist das Bild von oo! Punkten, 
die der Erzeugenden des Kegels durch den ausgezeichneten Punkt 
angehören, er ist also insbesondere auch das Bild des Scheitels. Unter 
den Kegelschnitten des zum Büschel konjugierten Gebüsches kommen 
00°? Geradenpaare vor, deren Doppelpunkt der Basispunkt ist, 00% 
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Geradenpaare, die aus einer beliebigen Geraden und der Basisgeraden 
bestehen; diese sind die Bilder der ebenen Schnitte durch den ausge- 
zeichneten Punkt, jene die Bilder der ebenen Schnitte durch den 
Scheitel des Kegels. | 

Ebene Kurven n!® Ordnung a.L. sind Bilder von Kurven 
2nte Ordnung auf der Fläche, die n-fach durch den ausgezeichneten 
Punkt gehen. Kurven nf Ordnung a. L. auf der Fläche entsprechen 
ebene Kurven gleicher Ordnung, für de m+ m’ =n ist; diese 
durchsetzen die Basisgerade für ungerades n, mit andern Worten, alle 
Kurven ungerader Ordnung auf dem Kegel gehen durch seinen 
Scheitel. 

Die Punkte U,* = 0 und U,* = 0 bestimmen eine Tangente der 
F,*, wir projizieren aus dieser Geraden in den R,: £,* =0, Xe* =. 
In der Bildebene ist X, = 0 die Basisgerade, U, = 0 der Basispunkt. 
Es ist dann: 

Die Parameterdarstellung der Fläche: 
1 &, = X, X; = V2X:X;, 

RR Ko. Au y2 BARS 

Ewird unbestimmt für X, :X,:%,=1:0:0. 
Die Gleichung der Fläche ist: 
‚a DRK AN, 

U, =0 ist der ausgezeichnete Punkt, U, =0 der Scheitel des 
Kegels. Die harmonische Fläche wird in diesem Fall unbestimmt, wie 
sich aus den folgenden entsprechenden Gleichungen ergibt: 

III Xz IK X? 1 K,X,> —Ky/2 X,X,} —d, 
IV U’ IK, y2U, + 80; + &,U1} zu 


Lebenslauf. 
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gab und ihrer Ausführung stets sein förderndes Interesse zuwandte. 
Die mündliche Prüfung fand am 10. Februar 1915 statt. 


